ўз 2-द्रीक, 2-बानाख 
एवं सांस्थितिकतः सदिश समष्टियों में 
अमूर्त संपात तथा स्थिर बिदु समीकरणों 
के साधन का अस्तित्व 


Y | गुरुकुल कांगड़ी विश्वविद्यालय 
E en * | की 
E, 3 AR पी-एच०डी० (गणित) 
ea | ` उपाधि हेतु प्रस्तुत 
vos ЕР ЕРЙ 


शोध निर्देशक f A प्रस्तुत कर्ता .. 
To श्याम लाल सिंह... देवेन्द्र दत्त शमा 
` प्रोफेसर एवं अध्यक्ष ag : 
22 गणित विभाग “ 
गुरुकल कांगड़ी विश्वविद्यालय 


हरिद्वार 249404 | 
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2-द्रीक, 2-बानाख 
एवं सांस्थितिकत: सदिश समष्टियों मे 
अमूत संपात तथा स्थिर बिद समीकरणों 
के साधन का अस्तित्व 


गुरुकुल कांगड़ी. विश्वविद्यालय 
की 
पी-एच०डी० (गणित) 
उपाधि हेतु प्रस्तुत 


शोध-प्रबंध 


शोध निर्देशक प्रस्तुत कर्ता 
2 fa देवेन з с 
डॉ० श्याम लाल सिंह +Z दत्त शमा 
प्रोफेसर एवं अध्यक्ष 


गणित विभाग 
теже कांगड़ी विश्वविद्यालय 
¿Rear 249 404 
नामांकन संख्या 86010 | जनवरी 1991 
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2-द्रीक, 2-बानाख 
ES सांस्थितिकतः सदिश समष्टियों में 
अमूर्त संपात तथा स्थिर faq समीकरणों 
के साधन का अस्तित्व 


गुरुकुल कांगड़ी विश्वविद्यालय 
की 
पी-एच ० о (गणित) 
उपाधि हेतु प्रस्तुत 


शोध-प्रबंध 


शोध निर्देशक š प्रस्तुत कर्ता 
> सि देवेन 

डॉ० श्याम लाल सिंह न्द्र दत्त शमा 
प्रोफेसर एवं अध्यक्ष 


गणित विभाग 
गुरुकल कांगड़ी विश्वविद्यालय 
हरिद्वार 249 404 


नामांकन संख्या 86010 जनवरी 1991 
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2-24, 2-बानाख 
एवं सांस्थितिकतः सदिश समष्टियों में 
TH संपात तथा स्थिर बिदु समीकरणों 
के साधन का अस्तित्व 


गुरुकुल कांगड़ी विश्वविद्यालय 


की >= 
उपाधि ёз प्रस्तुत Я 
शोध-प्रबंध 
शोध निर्देशक प्रस्तुत कर्ता 
| डॉ० श्याम लाल सिंह देवेन्द्र दत्त शर्मा 
न प्रोफेसर एवं अध्यक्ष 
% गणित विभाग 
4 गुरुकल कांगड़ी विश्वविद्यालय 
` हरिद्वार 249 404 
नामांकन संख्या 86010) जनवरी 1991 
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1 प्रमाणित करता हूँ कि M "2-दुरीक, 2-बानाख़ vé सोरिपतिकतः 
सदिश aa में anf संपात तथा स्थिर Ba सप्नीकरणी के साधन का अस्तित्व” 
Veo शोध-प्रबंध प्रोफेसर wm तात fue के निर्देशन H dam किया हे. 
विश्वविद्यातय निवी के aea बह शोध-प्रदंध feat ara उपाधि के fad प्रयुक्त 
mel हुआ है, 


दिनांक ३० जनवरी 1991 
YE धक | 
देवेन्द्र दत्त शर्मा 
agay 


ING er @ wg है, प्ररीप्षणार्ध प्रस्तुत एवं auum. 


fei Щй 1991 sie am लाल पिंड 
What एवं अध्यक्ष 
गणित विभाग 
Tepa ame! विश्वविद्यालय 
हरिद्वार 249404 
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т अध्याय: भूमिका 


2-0, 2-मानकित एवं 2-बानाख समष्टिं 
414 5744 सिद्धांत एवं इसके कुछ व्यापकीकरण 
11 ЧЧ सिद्धांत 

amm अध्यायो की संक्षिप्त sma 


& ЇН अध्यायः2-दुरक समष्टि d संकुपनीय प्रतिित्रणो के fem बिद 


परिमाषाएं एवं उदाहरण 

दो प्रतिषित्र्णों हेतु स्थिर fas प्रमेय 

परिमेय aaa हेतु fem विद प्रगेव 

सुसंगत प्रतिपित्रणो हेतु स्थिर fa प्रमेय 

A क्रमविनिमर्यी प्रतिपित्रणो हेतु स्थिर fag wa 


तृतीय अध्यायः मटकोवस्की 4444 सिद्धांत 


प्रारंभिकी 
परिणाम 
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"М अध्यायः 2-a समष्टि में स्थिर fag ma 


प्रारंमिकी 3 
परिणाम 

पंचम अध्यायः अविस्तारी gf के पुनरावृत्तिकों का अभिसरण ” 3 E 
प्रारंमिकी 23 = 
परिणाम D$ 3 

षष्ठ AUT: स्थानतः Gags समष्टि में afro प्रतिवितर्णों के स्थिर fag 87 E 

š 

संकेतन एवं परिभाषाएं "B | 
परिणाम | ай 

निर्देश 

तकनीकी शब्द 

SUMMARY 

प्रकाशन 


वे uec Emz ग) ENS के लल त NES 34 
HER HN = or wm wm Db c EE 
y 3३ de cum Wu rd लेह. ` 
Зе 8-0 Ve Б 


He: 

= ҮС i 
= 3 Ў 
CMS si: 


ES Pr e 


ШИ | | 


MLN 
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शिवालिक पर्वत श्रेणियाँ की उपत्यका में बसे ऋषिकेश नार के राजकीय 
प्रहाविद्यालय में जब ve ze श्याम लाल fue (संप्रति प्रोफेसर एवं अध्यक्ष, 
गणित विभाग, qu amet विश्वविद्यालय, हरिद्वार) गित विभाग के अध्यक्ष 
पद पर कार्य कर रहे थे, तब से उनके शोध छात्रों की अन्वेषण वृत्ति तथा 
qefator से अभिभूत Ў सदैव सोवा करता था कि कवा कभी E भी उनकी सन्निधि 
में बैठ कर अपनी शोध पिपासा शान्त कर HT ? 


भारतीय गणित विज्ञान में Aa प्रोफेसर साहब की ग्री पैठ उनके निकट 
आने वाले हर शोधार्भी में राष्ट्रीय अस्मिता और भारतीव ज्ञान-विज्ञान की विशिष्ट 
उपलब्धियोँ के प्रति गोरवपूर्ण जावकारी का भाव जगाती है, वही सोच कर जब d 
gr de सिंह से मिला तो उन्होने पुग्ने उदारतापुर्वक अपने निर्देशन d ले लिया 
और गुस्कुल कांगड़ी विश्वविद्यालय में feet пыщ से गणित पर अनुसंधान कार्य 
करने की प्रेरणा दी. 


मानर्नीय प्रो" सिह तथा मावर्नीया श्रमती सिह ने अक्षय वात्सतूव देकर जहाँ 
मेरा मनोवल बढ़ाया, वहाँ एक कठिन कार्य संपन्न के में निष्काम सहायता भी 
की, 


जहाँ तक गणित जैसे विलष्ट विषय का राष्ट्रभाषा fat के AON से लेखन 
का प्रश्‍न हे, जब मैं 1986 id शोध कार्य utor कर रहा था तव तक feat 
माषा के माध्यम से विज्ञान विषवक शोध val के dus की चर्चा तक न धी. 
प्रोफेसर fue के ही निर्देशन में श्री विजयेन्द्र कुमार (हरिद्वार) ओर A amu 
एक साथ शोध कार्य प्रारंभ किया था. इसके बाद उनके निर्देशन में कई महत्वपूर्ण 
शोध प्रपत्र एवं दो शोध प्रबंध हिंदी में लिखे गवे. उसी श्रृंखला H वह तीसरा शोध 
प्रबंध है; एतद्‌ विषयक feet में हूए कार्य का 3408 शोध प्रबंध के अंत में दिवे 
गये 'निर्देश” में अनुस्यूत है. 
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ga शोध प्रबंध H केंद्रीव हिदी निदेशालव (शिक्षा विभाग) cart 
प्रकाशित "हिंदी वर्ती मानकीकरण" शीर्षक पुस्तिका में संस्तुत निर्देशों का भरसक 
पालन करने का ua किया गया ё. नई पद्धति के अनुसार डब weal को इस 
प्रकार लिखा जा man: aa विधा को विद्वा, वघपि को деді, द्वितीय को 
afadta आदि, यद्यपि पुस्तिका में पूर्ण विराम के स्थान पर छड़ी पाई ( D प्रयोग 
करने का निर्देश है परन्तु इस शोध प्रबंध में तकनीकी कारणों से अंग्रेजी के पूर्ण 
विराम €.) का प्रयोग किया जा रहा B. प्रस्तुत शोध प्रबंध मॅ वैज्ञानिक तकनीकी 
शब्दावली आयोग, भारत सरकार द्वारा प्रकाशित 924 पारिभाषिक शब्दावली का 
उपयोग किया गया है. पाठकों की सुविधा के लिए कुछ ТИЯ तकनीकी शब्दों की 
सुची अत में दी गई हे. इस सूची में ऐसे तकनीकी शब्द भी हैं जो हाल ही में 
' पारिमाषित हुए हैं, वस्तुतः इन Tal के feet स्यांतरण प्रो सिंह द्वारा yan 
गे हैं . 


अभिकलित्र (कंप्यूटर) दवारा ал में qa (०) के स्थान पर इस पूरे 
शोध प्रबंध में ७ का टंकण स्वीकार करना पडा है. इस प्रकार के किसी अन्य 


— O` `° —Əv.a.Q].[o. рақ — ----- — — i — 


गणितीय fret का प्रयोग नहीं किया गया है. 


ї प्रस्तुत शोध чїч के निर्देशक paa mac sie श्याम लाल fue 
प्रोफेसर एवं अध्यक्ष, गणित विभाग, qepa agt विश्वविद्यालय, हरिद्वार का 
नतशिर हार्दिक आभार स्वीकार करता हैँ, उनके समुषित निर्देशन, शिष्य वत्सलता, 
उत्साहवर्धक प्रेरक quai एवं हर प्रकार से की गई HEMT के फलस्वस्य ही मैं वह 
शोध प्रबंध तैयार करने में समर्थ हो सका. 


T इस अवसर पर प्रोफेसर सुरेश Ча त्यागी, ward, विज्ञान 
प्रहाविधालय, गुष्कुल कांगड़ी विश्वविधालय, हरिद्वार का इस अध्ययन के दौरान 
उत्साह वर्धन एवं प्रेरणा के लिए अत्यंत आभारी हैं. 
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F qepa कांगड़ी विश्वविद्यालय E de विष्णु दत्त XRT’. अध्यक्ष, 
हिंदी विभाग, श्री विजयेन्द्र कुमार, रीडर, गणित विभाग तथा 516 एव сае 
गुलाटी व se उमेश चंद्र गैरोला, प्रवक्ता, गणित विभाग के विशेष wem एवं 
सहानुभूति के प्रति अत्यंत कृतज्ञ हूं. 


Й उन सभी विद्वानों का आभार स्वीकार करता हूँ जिनकी रचनाओं से 

, परोक्ष एवं प्रत्यक्ष sq से लाभान्वित हुआ €. pepe amet विश्वविद्यालय के 

с संस्थापक eff दयानंद के शिष्य और राष्ट्रपिता महात्मा गांधी के सहयोगी, सवामी 

| श्रद्धानंद जी महाराज का सर्वोपरि कृतज्ञ हूँ, जिन्होंने भारतीय संस्कृति को भावी 

पीढ़ी के लिए संरक्षित रखने के लिए इस зіч राष्ट्रीय शिक्षा मंदिर का निर्माण 
किया, 


Й अपनी पूज्य माता एवं परिवार जनो का आमार ih व्यक्त 
qe? उनके स्नेह, सह्योग एवं आशीर्वाद की OMT में ही में aux कर पावा 


š. 


अंत में стт श्री सतीश gum त्यागी, विकास एवं योजना कार्यालय, 
ЕЛ! विश्वविद्यालय का इस शोध чїч के сїт एवं समजन के लिए हार्दिक 
धन्यवाद करता हूँ. 


= b 
हरिद्वार बेनर азе. 
दिनांक 2० जनवरी 1991 देवेन्द्र दतत शर्मा 
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इस परिचयात्मक अध्याय E जर्मन गणितज्ञ HO गहलर द्वारा अन्वेषित 2-दुर्रीक, 
2-मावकित एवं 2-वानास aa का संक्षिप्त विवरण दिया गया हे. दुसरे एवं तीसरे aqu में 
4114 संकुचन सिद्धांत एवं Zo ger सिद्धांत और 240 144 व्यापकीकरणोँ का 5404 किया 
गया है, अंतिम अनुभाग में शेष अध्याया में संपादित कार्य का संक्षिप्त विवरण अनुस्यूत है. वस्तुतः 
यह अध्याय निम्न पार अनुमार्गों में विभकत हैः 


1. 2-40, 2-मानकित एवं 2-4 HÎ 
2. am संकुचन सिद्धांत एवं इसके कुछ व्यापकीकरण 
з, (а संकुवन бш 

ve 

4. wmm अध्याबॉ की संधिप्त aa 


५ CUN 


le n. 


pe E DA. 


1 


2-Жіп, 2-मातकित एवं 2-48! miei 

ऐसा प्रतीत होता है कि सन्‌ 1928 में प्रकाशित प्रोफेसर бе मगर के एक शोध प्रपत्र 
£1167 से प्रेरणा प्राप्त कर जर्मन गणितज्ञ प्रोफेसर vue eat ८582-16172 ने am एवं 
af ПК के दुविविर्भाव सादुत प्रस्तुत किये जिन्हें क्रमशः 2-दुर्रीक एवं 2-मानकित НИЙТ 
कै नाम से जाना जाता है. faq समष्टि में तीन बिंदुओं ата निर्धारित त्रिभुज के धेत्रफल के 
गुण-धर्मो की शुद्ध गणितीय aa करने वाली इन ama पर हूए विस्तृत अनुसंधान कार्य के 
लिए (1413, [131], (211-231, "1301, [341-[39J, [55ST [5S6], 
[69], (1761, (781, (791, (81J-[83], (981, (६1273, о 
(17014 1201) का अवलोकन m. 


एक AÑ सुव x के लिए хх x< X पर वास्तविक फलन d को 
2-दुरीक कहते हैं वदि d निम्न शर्ते संतुष्ट करता होः | 


(3-1) दो भिन्न бай х, ५ के लिए x में तीसरे a 2 का इस प्रकार अस्तित्व 
हो d(x, y, 2) ўе; 


(3-2) वदि तीन бй x, ५, 2 से कम से mp दो om हों तो 


d(x, 9, 2) = 9; 


(4-3) d(x, Y, 2) = 4(9, 2, x) = d(2, x, Y); 


(तीनों at में सममिति): 


adm 2-20 से संबंधित कुछ उदाहरण fet जा रहे हैं. 


ART 1, 1581, यदि xj, 9), 2] क्रमशः x, у, 2 के निर्देशांक हाँ तो 
दो या अधिक qu के प्रत्येक वुकिलिडीवन q ae पर निन 2-दुरीक पारिभाषित होती है 


1 
? 2 


Xi Xj 1 
d(x, 9, 2) =(1/2)| $ |у sw 1 
i<j 2, Zj 1 
इस प्रकार पारिभाषित 2-दूरीक को gfe 2-0 कहा जाता है. 
उदाहरण 2, 11201, MÁ X = 40, 1, 1/2, 1⁄3,.....F 
तधा d: Xx Xx X—— te, oo) निन प्रकार पारिमाषित qi: 
1 यदि x, ४, 2 भिन हों तथा fort qm n के 
d(x,y,2) = लिए €i m, 1/(1+1)3 C x, y, 27 है 
९ अन्यधा, 
तब (X, d) एक 2-दुरीक समष्टि है, 
उदाहरण 3, (1201, má 
X = fad U ca, ens 1,2,....JULbIULD, San LIEF 


जहाँ a = (1,8), P = (0,0) a, = (1+1т , 8) 


n 


तथा bn = (8, isn), n = 9, 1722952. 


d: X x X x X — [0,0) 
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fm प्रकार d 


1 यदि किसी धन qim n के लिए (५४,२? 
= «а, by, at वा Ca, b,, b? 


d(x, 9, 2) = वा विभिन्न धन {Їйї mn के लिए <х,у,2> 


= tan» 2 An? वा tan» bn’ ba) 


Alx,y,2) अन्यथा 
जहाँ atx, y, 2) fadi x, у और 2 से बने त्रिभुज का क्षेत्रफल है. 
तब (X, d) एक 2-gm ПК है, 


इस अध्याय मॅ a 2-40 एवं adm (1-20) ЧИК को क्रमशः OX ०) एवं 
(M,d) акт प्रदर्शित करी. 


Mer (581 ने सिद्ध किवा है कि saf 2-दुरीक ५ db at ८ अर्थात्‌ तीनों 
निदैशांकों) में किसी एक निर्देशांक के arta संतत है किन्तु वह आवश्यक नहीं कि यह दो निर्देशांकों 
के सापेक्ष भी संतत हो, यदि वह दो те के sma संतत हो तो वह तीनों निर्देशांकों के 
सापेक्ष मी संतत होगा. 2% फलन वुविसंतत कहा जावेगा वदि वह सभी निर्देशांकों के सापे 
संतत हो. 


2-10 समष्टि x का एक अनुक्रम <x 7 2-कोशी अनुक्रम (सामान्यतया, यदि UT 
की गुंजावश न हो, कोशी अनुक्रम ) कहा जाता है वदि xX के प्रत्येक बिंदु a के लिए 


सीमा ह, १९०९” ха, а) = е, 


समष्टि x के fig x पर अनुक्रम tx? अभिसरित होता हे और x को इस अनुक्रम 
की सामा कहते हैं वदि x प्रत्येक ad लिए 
सीमा, d(Xp» x, a) = 6. 


сх, 4) को पूर्ण 2-26 समष्टि कहा जाता है वदि इसमें प्रत्येक कोशी अनुक्रम एक 
ammi अनुक्रम हो. 
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NI A अभिसरित होने वाले тїт dM का 
कोशी होना आवश्यक 46 t (देखें उदाहरण 2). इसमें (>, 4) A: 
तथा अनुक्रम ९1/73 Yq पर अभिसरित होता है परनु cimo Qm अनुक्रम 46 है, 
एक अन्य उदाहरण (देखें, उदाहरण з) Й गावडु-प्रसाद 11202 ने वह fea कि यदि 
2-दुरीक аши x पर संतत हो तो समष्टि x में अभिसरित होने वाला प्रत्येक अनुक्रम 
कोशी होता है परन्तु इसका विलोम सत्य नर्ही है. 


प्रान ले L एक से अधिक विमावाली ten anbe है तथा L x L पर निम्न शर्तों के 
साथ tie, .11 एक वास्तविक फलन हैः 


ж” 


в, यदि ओर केवत ददि ап b iim: a है; 


(1-1) a NIE 

(1-2) ila, ० || = Ilb, all; 

(1-3) | Pa, b || = Iplll,b ||, जहां р वास्तविक संख्या है; 
(1-4) || ағ,с||- lla,b li + IIb,c |); 


तब ।।,,, || को L पर 2-मानकित एवं याम (1, 11,11) को 2-मातकित 
шїк, कहा जाता है. स्पष्ट है कि ।।. , . ।। एक FMC फलव है तथा fout वास्तविक 
संख्या 7 एवं L के प्रत्येक x, ५ के लिए tiny + px || z IIx, yii 


इस अध्याय में जब तक अन्यथा न कहा जाये, L दवारा 2-मानकित समष्टि को प्रदर्शित 
qui. | i 
2-मानकित mî. L का एक अनुक्रम > कोशी अनुक्रम कहा जाता है वदि । में 
tfr: स्वतंत्र अवयव ya 2 ऐसे ru कि 
| WT. n 129 = xp > ४ ।। = е 
और 
सीमा mn ।। > 7x 2।। Өй 
2-मानकित समष्टि L H एक अनुक्रम Cx, को अभिसारी कहा जावेगा वदि L के 
प्रत्येक अवयव y के लिए L मॅ एक अवबव x का ऐसा अस्तित्व हो कि 
т, Ix = x, 4-0. 
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यदि A के किसी а x पर | 
इस अनुक्रम की सीमा कहा जाता है. AR 2-बानाल समष्टि कहा जाता है 
यदि इसमें प्रत्येक कोशी अनुक्रम एक अभिसारी अनुक्रम हो. 


उदाहरण 4, (20९11. मान d E, дата aña सदिश समष्टि को प्रदर्शित किया 
जाता है, má 
x = (a, b, c), y = (d, e, f) 


qu 
Ix, у= Ixxyle 
तब (Ey, 11.,.11) 2-000 ame है, 


148 а, II ,». 11 एक 2-मावकित mee हो तव mit т 
d(x,y,2) = || x-z, ४-2 || लेकर एक 2-दुरीक पारिभाषित किया जा सकता है, 
इस प्रकार प्रत्येक 2-मानकित समष्टि 2-दुर्राक समष्टि भी है परन्तु इसका विलोम मदैव सत्य नहीं 
है, हाल ही में चो-फ्रीजे 1231 ने उन परिस्थितियों का अध्ययन किया जिनके अन्तर्गत एक 
2-दुरीक समष्टि 2-मानकित समष्टि हो सकती है, 2-मानकित एवं 2-वानाल un पर विस्तृत 
प्रध्ययन h लिए (६21), (231, ІЗ41-І341, [59], [61], (981, £201]) 
का अवलोकन करे. 


2 


атат संकूपन सिद्धांत एवं इसके कुछ व्यापक्षीकरण 


स्थिर fag सिदुधांत गणितीय विज्ञान की एक आकर्षक विधा है जो अनुप्रयोगों की दृष्टि से 
अवकल-समाकल सर्माकरणो, गतिकीव ge, सोस्यितिकी, फलनक विश्‍लेषण, इष्टतम संचालन, 
विषरण सिद्धांत , क्रीडा सिद्धांत , सन्निकटन far अभिकलित्र अमिलेखन, अभियांत्रिकी एवं 
aa कै я मैं महत्वपूर्ण भूमिका निभा रही हे. शनेः शरेः fem fea अस्तित्व एवं इसको 
па करने की नई विधिवाँ के अन्वेषति एवं परिष्कृत होने से यह सिद्धांत प्रायोगिक गणित में | 
विभिन्न प्रकार के समीकरणों के सफल साधन हेतु प्रमुख भूमिका निभाने लगा है. पिछले कराव तीस 
ай में विभिन्न विवासो mr- dv सास्थितिकी, 90, 2-दुरीक, amm, һеш, 
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~ 


aes. alae; `` Ba; 


10 


प्रायिकतात्मक, वादुष्छिक एवं मानकित me मे स्थिर (тей की пі हेतु किये गये शोध कार्य 
से बृहत साहित्य सामने आवा हे. स्थिर fag mat के अनुप्रयोगों को देखते हुए इन प्रमेयों के व्यापक 
ӘЙ के प्रति गणितही की जिज्ञासा निरन्तर बनी हुई हे. 


1910 में एल९ qm द्वारा यह स्थापित किया गया कि ऐकक गोले पर पारिभाषित संतत 
स्व-प्रतिित्रणो का एक fem fa होता है. कुछ समव बाद 1922 मे स्टेफन बानाख ने एक अन्य 
स्थिर fag प्रमेय प्रतिपादित किया, जो अनुप्रायोगिक गणित के लिए एक महत्वपूर्ण उपकरण frau 
हुआ. प्रस्तुत शोध प्रबंध में हमारा उद्देश्य इस स्थिर fa प्रमेय के कुछ अन्य व्यापकीकरण प्रस्तुत 
करना है, fex fag सिद्धांत पर रचित उपयोगी पुस्तकों कें लिए (1121, £431, £671, 
[711-1721 4 ८851-1861) का अवलोकन करें. 


Т 54 fugia 


यदि aig समष्टि (1, а) पर एक प्रतिवित्रण T के लिए एक ag. नियतांक ४ <4 
का इस प्रकार अस्तित्व हो कि ॥ के प्रत्येक х, у के लिए 


d(Tx, Ty) < Kd(x, y) 


तो 7 की समष्टि м पर संकुषन प्रतियित्रण कहा जाता है. यदि ४ = 1 हो तब T को 
समष्टि м पर अविस्तारी प्रतिवित्रण कहा जाता है. स्पष्ट है कि अविस्तारी प्रतियित्रण संकुवन 
dao से अधिक व्यापक हैं. अविस्तारी प्रतिषित्रणों के स्थिर बिंदु के अस्तित्व एवं सन्निकठन हेतु 
IE 131, एंडरसन-वे-सिंह 150, आसाद-किर्ती (61, बईलोव-बुक-रीव ६83, 
बीलु-किर्व-स्ठेर (111, NK 1151, गोबेल-किर्क-शीमी 1651, आईसेकी 1791, 
वे-पमिंह-हिविटफलूड 1701, feb (1011, ай-е ६1233, ОЙША 
(1511 व सिह 11721 के कार्य विशेष s से а हैं, (आवारि-लह्री 111, 2 
(71, कार्बोन-मारिनो (161, डिनी-वाईट ८382-1391, MARS 1463 , 
m-pa (661, गोबेल-रीप 1671, ПӘ 1683, EKE 1741, लहरी-तिवारी 
[ 1861, ЯМ-ШЕ 11041, fr (1181, MH (1111, मासो-रोप्त 11131, 
नाइलर (1191, सागता 11571, सिंह (1641, fhe 11951, थीप-वीट 11973, am 
(2021 49% 12041 को मी SQ). Әп कि gaa है पूर्ण ata пк पर dp 
ат एक зая साधन रखता है अर्थात्‌ ॥ में एक ऐसे за बिंदु 2 का अस्तित्व 
होता है कि 12 = z. 
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यह सिदुधांत aa संकुपन सिद्धांत cam के am से जाना जाता हे. विभिन्न 
ata में amu एवं इसके व्यापकीकरण का हाल हीं ñ पर्याप्त अध्ययन हुआ है (देवे 
C13-£31, [51-L 121, [ 143-1221, [24]3-[291, [311-[33], 
(381-1541, ` [57], [62], [68], 17871-17317, [751-197], 
[991-[ 1151, [117J-L 1261, [1281-E 163], [ 16551-[ 196], 
[1981-r2001, [202]-[2041), 


ऐसा प्रतीत होता है कि me आईसेकी-वी९के७ शर्मा-पी०एल७ शर्मा [821 दुवारा 
2-20 समष्टि पर संकुचन प्रतिवित्रण (यदि 2-दुरीक ME (х, а) पर स्व-प्रतिवित्रण 7 
कै लिए ке (е, 1) का ऐसा ara हो कि x के wie wv a कैं लिए 
d(Tx, Ty, a) < kd(x, y, ау) पारिभाषित करते de सिद्ध किया गया कि पूर्ण 
2-दुरीक a पर पारिमाषित प्रत्येक agaa प्रतियित्रण का एक अद्वितीय fag होता है. 


उनके इस प्रारंभिक कार्य से 2-दुरीक एवं 2-म्ानकित aña में स्थिर fado के अस्तित्व 
का समारंभन हुआ (782-1791, 1811-1821, 116०१ भा दे), उल्लेख्य है कि A 
П ने 2-दुरीक समष्टि पर परिबद्धता की शर्त का प्रयोग करते हुए स्थिर fag का अन्वेषण 
किया. ऐसा प्रतीत होता है कि सकुन प्रकार ШЧА के लिए इस शर्त से qud परिणाम सर्वप्रथम 
WR 11501. एवं लाल-सिंह 11०82 स्थापित किये, स्थिर а सिद्धांत में maíz के 
ga दवारा रचित अनुक्रम का कोशी होना या न होना मह्त्वपूर्ण भूमिका अदा करता है. इस 
परीक्षण के लिए सिह 11682 ने 1979 में ig 11591 Y प्रेरणा लेकर निम्न प्रमेयिका 
स्थापित की जिसने 2-20 समष्टि पर स्थिर fai के अन्वेषण को अत्यंत ग्राम बना दिया, 


Ma 2.1. ८1681, मात d qf 2-दुरीक समष्टि x मैं ८७२ एक अनुक 
हे, तब अनुक्रम ९७२ समष्टि x के किसी fag पर अभिसरित होगा वदि 190 п और х 
के प्रत्येक a केलिए neo, 1) का ऐसा अस्तित्व हो कि 


4९४०: Әл), 8) <hd(yn-1” Ур, а) 


Í 
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li. 


Tes аж. y” Марзен — Rey, 2.2... "Pp 


यहां पर हाल ही मैं प्रकाशित सिह-गांगुरली-पुमार ८1791 की _ मेव का 24004 a 
करना समीचीन होगा, प्रमेय से opu संकेत निम्न अथौ मे है 2 


x न्युनतम तीन Май वाले मनमाने ayaa के लिए प्रयुक्त है, N का प्रयोग प्राकृतिक 
rt a के स्प में, (४, d) का 2m пке के w में एवं 
Н = €h:[0,00) > 18,00) : उपरि aaa umm है एवं h(t) «t, 

t > 982, यदि 5 तथा P um Y fa Ё qq ८(5?) को 5 तथा Р 
के шы тї Май के ae के रुप d per किया जायेगा, अर्थात्‌ 


c(SP) {2 : S2 Р22 


प्रमेय 2,2, मान d х एक TT समुच्चय है, v एक 2-00 समष्टि dk 

Ae N) 2 X— Y हे, यदि MAT 5, T : x— इस प्रकार हैं कि 

8,00 ESCON TOO, 1€N तथा समस्त x, y € X, a €Y, 1; EN 
LAJ के लिए au Hy किसी h के लिए 


(2,2,1) d(ñ x, A ¡Ya a) 
९ "(अधिकतम <4(5х, Ty, а), d(Sx, fx, a), 
d(Ty, ау, а), 1/2Ld(Sx, A ¡Ye a) 
+ d(Ty, ñ x, 8212) 2 
emer 
SOON TOO v की पूर्ण उपसमष्टि है तब प्रत्येक्त єн के लिए 


(2,2,2) A, Як s, मैं संपात ё; 
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(2.2.3) A, ЯС T, 7 mm t 

तधा वदि x = v ЯС WAG A, S (MA: T) के EM ८१,५) (AMI: 
c(ñ,T)) पर aaa होता है, तब 98, (1 ем), 5 और т का забі far 
बिंदु होमा, 


ऐसा पतीत होता है कि е-и 11793 की उक्त प्रेव 2-दुर्रीक ЯШЕ एर संकुरनीव 
प्रकार के gafa q अभी तक ज्ञात Rumî से ama हे. gaa कई sham aqua के स्स में प्राप्त 
किये जा सकते हँ. HON 1731, £९73, £1823, 11281, ६1591, £169) d [1821 
के परिणाम AF के स्प H प्रात fei जा सकते हैं, 
3 
I5 कृपन [दधात 


वदि ate mE (м, а) पर arial £ व 9 के तिए एक uem 
नियतांक ८ < 1 का इस एकार अस्तित्व हो कि 


(4-1) МЕС SNE 

(ज-2) d(fx, fy) < Kdígx, Sy), x, YEN; 

(q-3) Ші ऽ संतत हो; 

(4-4) fa +f और s mamá हो; 

तब पूर्ण ain am X प्रतिषितिण £ एवं s aa उभवविष्ठ fex Fa रखते z. 


यह परिणाम HH 1872 दुवारा 1976 H प्रतिपादित किया गदा. 
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“विशेष टिप्पणी : यद्यपि प्रतिबंधो (ज-1)-(ज-2) के qu दो TAT के संपात 
बिंदु का अध्ययन गोबेल 1647 ने गुंक कें परिणाम प्रकाशित होने सें पूर्व कर लिवा धा, ऐसा प्रतीत 
होता है कि js के उक्त परिणाम का आधार गोबेल 1642 का संपात प्रमेय नहीं है. वस्तुतः 
ma ने a का प्रयोग करते हुए यह सिदध किया है यदि पूर्ण am समष्टि पर स्व-प्रतिपित्रण 
(ज-1)-(ज-2) को संतुष्ट करें तो Кїл f और s का ॥ के कम in 
पर संपात होता है अर्थात्‌ ॥ में कम से कम एक ऐसे बिंदु 2 का aa होता है कि fz = 
gz . वर्ष 1983 Й, एक वार्तां के दौरान प्रो एस९एल९ सिंह ने vie afe zm से यह 
पूछा कि qu आप 19 68 प्रकाशित गोबेल संपात प्रमेय से परिचित हैं? इस प्रश्‍न का Ule Z5 ने 
नकारात्मक उत्तर दिया था, 3 


युंक के उक्त परिणाम ने संकुबनीय सिद्धांत में एक नयी दिशा को जन्म दिया. वस्तुतः गुंक 
का उक्त परिणाम सर्वप्रथम सिंह (1631 द्वारा व्यापकीकृत हुआ, ачта अनेकों गणितज्ञ ने am 
प्रकार कें संकुषन fra का प्रतिपादन किया, उदाहरणार्थ देखें ((181-1191, (241, 
(2841, [33], [401-[411, [47], І501-І521, І541, [57], [731], 
[881-191], [931-197], [ 1021, [ 1041-[ 1051], [ 1121, 
[117J-L 1181, [129], [ 1241-[ 125], [ 1281, [1321-[ 1341, 
[ 137 1-1 138], [148], [1521-[ 1561, [163], [ 1651-1711, 
[1731-L 1751, L1771-L 1941, [196], (29001), 


11 प्रकार के ager सिद्धांत में Rha की करमविनिमेयता (उपर (4-4) देखे) को 
Мін करने के कुछ सफल प्रयास किये गवे. इतालवी गणितज्ञ dur 11561 ने da 
क्रमविनिमेयता, 17 1881 4 gana, सिह-तिवारी 11891 ने scm क्रमविनिमेक्ता व पाठक 
(1371 ने दुर्बल* क्रमविनिमेवता से क्रमविनिमेकता को प्रतिस्थापित करते हुए व्यापक परिणाम प्राप्त 
किये, (क्रमविनिमेवता के ada ый की परिभाषाडी एवं इनके आपसी संबंधों पर met हेतु 
आगामी अध्याय का प्रथम अनुभाग देखे) 40 1872 का उक्त परिणाम 34 40 104 fua 
ago के नाम से जाना जाता है (उदाहरणार्थ देखें 11891, L192))- 
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ऐसा प्रतीत होता है कि गुंक 1877 की ota का 2-दुरीक समष्टि H adem विस्तारण 
1977-78 4 प्रोफेसर xam तात (ПЕ दुवारा किया गया (24 1166) व 
(1807, सिद्धांत का 2-2% Шел ma 2.2 4 अन्तर्गिहिति है. इसके बाद zum का 
व्यापकीकरण, विस्तारण व अनुप्रयोग विभिन्न mot एवं विन्यावों में किया गया (उदाहरणार्थ देखें, 
(181, ६251, (541, [57], (941, (951, (971, (18४21, [105], 
Г1171-Г1181, (1281, [149], І1651-І1711, £173], [1811-10 1941, 
[ 1991), 


4 
आगामी अध्यायो की ufus enu 


दवितीय अध्याय H qr 12721, MÈ 11393, WE 11521, पाठक 
1361-1371 द्वारा स्थापित किये गवे स्थिर fag प्रमेयो की प्रतिवित्रण, शर्तों का अध्ययन किया 
गया तथा झगे से कुछ परिणामो को विस्तारित करते हुए कुछ स्थिर адлы किये गवे हैं, इस 
प्रकार ga аф संकुषन सिद्धांत के कुछ अन्य व्यापकीकरण प्राप्त होते हॅ. संबंधित परिभाषाओं 
आदि को स्पष्ट करने के लिए कुछ उदाहरण प्रारंभ में ही दिये गवे हें. 1973 में प्रोफेसर de 
ПОЙ 11141-11153 4 गुणन aña पर gam амт संकुचन ачи का एक 
песа व्यापकीकरण प्रस्तुत किया जो संप्रति अनुप्रयोज्य विश्लेषण के लिए महत्वपूर्ण हो रहा है. 
तृतीय अध्याय में इस संकुचन सिद्धान्त का 2-दुरीक समष्टि में अघ्यवन करने का प्रयास किवा गया 
है, इस प्रकार प्राप्त परिणाम गोबेल 1641, 19 t 871, सिंह-कुलप्रेष्ठ (1761, आईसेकी 
शर्म - शर्मा {7४,८823 के परिणामों का विस्तारण एवं एकीकरण करते हैं, pÍ अध्याय में 
2-बाताष wm पर एक नई शर्त के अधीन स्थिर f Qa प्राप्त किये गये हैं. यह gan है कि 
अविस्तारी प्रकार के Tav के पुनरावृत्तिकोँ का किसी स्थिर fa प्र 
अभिसरित होना आवश्यक नहीं है. पंचम अध्याय का उद्देश्य कुछ ऐसी प्रतियित्रण शर्तों का अध्ययन 
करना है जिनके अधीन 2-मानकित समष्टि पर पारिभाषित प्रतियित्रणों 998041901 का अनुक्रम 
प्रतिपित्रण के . स्थिर fag पर अभिसरित हो सके. वस्तुतः 2-मानकित सर्गाष्ट पर 
पुनरावृत्तिकों के अभिसरण संबंधी समस्याओं के अध्ययन का वह pm प्रवास हे. йш अध्याय में 
अविस्तारी प्रतिषित्रणो हेतु कुछ स्थिर fa waq प्राप्त किये गये हैं, 
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айл अध्याय 


>>>  _— ےل‎ A - ہے‎ 


प्रस्तुत अध्याय A विभिन्न uper शर्तों के अधीन 2-दुरीक un में fem q 1 
मिद्ध किये गये हैं, यह qua निन amî में विभाजित है wv 


A. परिमाषाएं एवं उदाहरण 

2. A ha हेतु स्थिर fag प्रमेय 

з. परिमेय autres हेतु स्थिर fag प्रमेव 
4. gara प्रतिवित्रणों हेतु स्थिर fag ma 


326 datan frat हेतु स्थिर fig uña 
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परिभाषा 1.1 11561. qm समष्टि (M,d) पर स्व-प्रतिक्रिणों P व 1 को а 
क्रमविनिमर्यी कहा जाता है वदि м के प्रत्येक x के लिए 


d(PTx, TPx) € d(Px, Tx)- 


ш, м पर क्राविनिगयी ma 444 क्राविनियी भी होंगे परन्तु zu विलोग का सत्य होना 
आवश्यक 44 हे. वह निम्न उदाहरण से प्रदर्शित होता है. 


उदाहरण 1.1 11560, AM AM = ге, 11, а ін माव am है तथा 
स्व-प्रतिवित्रण P व T समष्टि" के प्रत्येक x तथा ao 1 के लिए निम्न प्रकार पारिभाषित 
de 


Px = w/(2atx), Tx = ж/а! 


` स्पष्टतः - Pea т айа क्रमविनिमवी हैँ परन्तु क्रमविनिमर्वी 46 E. 


परिभाषा 1.2 11201, माव तें Р एवं т 2-0 ME (५,०) पर 
स्व-प्रतिपित्रण हैं, तब ९ एवं T को किसी विन्दु <€ x पर add al कहा जायेगा 
ददि x के प्रत्येक a के लिए 


ददि P एवं T mie x के प्रत्येक Ча पर इसी प्रतिबंध dp संतुष्ट करें तो वे दुर्बल क्रमविनिमवी 
कहे जाये. EET 
суан MEN 
fra उदाहरण से स्पष्ट है कि दुर्बल क्राविनिएी प्रतिक्रिणों का maf 
आवश्यक 46 है जबकि इसका विलोग सदैव सत्य हे. 
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उदाहरण 1.2. 11201, Mad X = €1,2,3,4) 
तथा दुरीक d:X x хх Х-- 18,0) को Ma प्रकार पारिभाषित करें 


९ वदि x = u या ७ = z Дег = х वा *s 
а(х,ч,2) = <х,9,22 = €12,32, d^ 


1/2 qm, 
स्व-प्रतिपित्रणॉ 5 vd T को sq प्रकार ШӨЛІН करें: 
51 = 52 = 53 = 54 = 2 


ФП 
Ti = Т2-2 eu exo 


तब (х,4) एक 2-दुरीक mie है ओर s एवं 7 दुर्बल क्रमविनिमवी हैं परन्तु क्रमविनिमयी | 
š. 


परिभाषा 1.31 1891, am mie (५,०) स्व-प्रतिक्रिणों ? व т को sm | 
क्रमविनिमवी या ५-उपगामी क्रमविनिगवी (जिसे 40 1981 द्वारा Fi भी कहा नाता है) कहा 
जायेगा यदि ओर केवल वदि 


AT TP) = 1: 


ніп x Ë ५५० इस प्रकार का qp है कि x û fî Êş ui к 


г ЖЕЗ. : 
C kai VS 3 Е, A : "m. 
Ew - - 
š EX ae 


E. 
Y 


(*) a, Px, = सीमा, Tx, = u. 


> 


स्पष्टता 


err 
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AET 1,3. 11773, मावा कि M = 10,00), Px = 2x2 Tx = 3x2 
तथा M पर 4 निरपेक्ष मान दुरीक है, qa 


d(PTx, TPx) = 6x4 
एवं 

d(Tx, Px) = x, 
स्पष्ठतया "od ममी fadi x के लिए 

d(PTx, TPx) £ d(Tx, Px)» 
अस्तु ? व T eda क्रमविनिमर्वी नहीं हैं, किंतु यदि 
Xp * 2-" qq 
Px > 0, Це 0, d(PTx,, TPx,)— 6 
अर Par -smm क्रमविगिमर्वी YAU हैं, जहां ५ = е. 
Wat (881, (1521, (1771 4 (1891 में यह दावा किया mm हे कि gum 

अथवा mî क्रमविनिमर्यी प्रतिषिण युल «P, r> da am होंगे, fog हाल ही H 


प्रोफ़ेसर mero सिंह (हिरिद्वार) ने “Mitra Raga? (f HR 89 : 54030 वा 
उदाहरण्‌ 1.4) के लिए प्रोफेसर 19 के ТН 1991 का पुनरावलोकन करते समय एक उदाहरण 


देते हुए यह टिप्पणी किवा कि qe समष्टि Ў दुर्बल क्रमविनिमरवी fev ma आवश्यक नहीं कि | 


RE की शर्त को संतुष्ट करने के लिए समष्टि में किसी अनुक्रम | E 
<х,2 का अस्तित्व हो ही аы аа 


тиг GND 
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उदारहण 1.4. मान d Nello), d = निरपेक्ष मान qa, 
तथा f.g: М — 1 जहाँ fx = ! + x, gx = 1 + 2x, НЕДЕ 


d(fgx, gfx) = 1 { x = d(fx, gx). 


अस्तु, f एवं ऽ दुर्बल क्रमविनिमवी हैं किंतु सर्माष्ट में किसी ऐसे अनुक्रम (५५२ का अस्तित्व 
नहीं मिलता जिसके लिए f व s gara प्रतिवित्रण हो सके. 


परिमाषा 1.4. 11771, माना P एवं T किसी 2-दुरीक समष्टि (x, d) पर 
स्व-प्रतिषित्रण हैं तव P और 7 को x पर उपगामी क्राविनिगयी या प्रसंगत कहा जायेगा यदि 
और केवल यदि x के प्रत्येक a के लिए 


सामा, १(श)4/ TPx,, a) = ९ 
जबकि Cx? CX इप प्रकार का अनुक्रम है कि | 


म्मा, Px, = HT, Tx, = и, : 


ti ०-१ 


परिभाषा 1.5. (1541, HF d шіп me (॥, ५) पर 5 TA 
स्व-प्रतिषिण हैं, समष्टि ॥ में अनुक्रम ९५> को 5 के unu उपगामितः 1-नियम्रित कहा 
जायेगा यदि 


सीमा, 4(5х1, Tx.) = ९. E 


स्व-प्रतिवित्रण हैं. समष्टि x में अनुक्रम ९१५ को 5 के umu उपगामितः 1 -निव 
जायेगा यदि x के प्रत्येक a के लिए | 


परिभाषा 1.6. (1931, मान d z-gís समष्टि (५५०) पर ऽ एवं 7 दो | 


सीमा, 4(5х,, Tx, а) = 0. ` | a 3 


1 і- Қ 


परिभाषा 1.7. (1371, m d ain ME (Md) पर 5 व दो 
स्व-प्रतिवित्रण हॅ, तब समष्टि м Й ER 5 के aa उपगामितः 12- नियमित 
wer जायेगा यदि 


सीमा, dS, TC = e, 


) 

परिभाषा 1.8. मान d (х,а) एक 2-aím समष्टि हे तथा 5 एवं r mfg x 
पर दो स्व-प्रतिषित्रण हें. तब समष्टि ॥ में एक अनुक्रम ९५? को 52 के іч sumi: 
12-नियमित कहा जायेगा यदि x के प्रत्येक a के लिए 


सीमा, 4९५९१५० Tex, a) = 0, 
परिभाषा 1.9. 11371. प्रान d दुरीक WE (Md) पर 5 GT दो | 


स्व-प्रतिपित्रण हैं, तब mui ९५,79 को ada क्रमविनिमवी कहा айтам के प्रत्येक ५ के | 
लिए | 


d(STx, TSx) « d(S?x, T?x), 425 


स्पष्ट्तवा, प्रत्येक क्रमविनिग्यी याल sf" क्रमविनिमवी होता है परन्तु इसके विलोम का d 
सदैव सत्य होना आवश्यक नहीं है. यह तिम उदाहरण से प्रदर्शित होता है | i 


a उदाहरण 1,5. 11371. मान d M = ге, 12 ч मावदुर्रीक के 
समष्टि हे. ॥ के प्रत्येक x के लिए 5 एवं T निवत्‌ पारिभाषित है... : 


3.44 Sas me - 


PETS 


e 
Sx = x/(x + 2), Tx = x/2 244 


परिभाषा 1.16, 2-20 qm (५५ स्व-प्र 
mAh कहा जायेगा वदि x के प्रत q 


WEIS ad TRE 


"reor 9 2 


ty 
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2 p 
ES a 


दो प्रतिक्षिणों हेतु fer fag via 


1978 d ўт (271 ने aie ME (१,०) पर पारिमाषित दो प्रतिपित्रणाँ के लिए | 
निम्नलिखित 504 शर्त के अधीत कुछ fem बिंदु тїп प्राप्त किये mara (141, dT | 
1261 (इस प्रपत्र पर विशेष टिपणी हेतु tty ८1462 34) फिशर 1472, аа | 
परिणामों का विस्ताण करती हँ. | 3 


८% 4(5х, TSy) 
< ८९०९०, 59)) अधिकतम «doc Sy), d(x, Sx), d(Sy, 159) 
Ítd(x, 159) + d(Su, 59073; 


जहाँ समस्त x, sen तथा ४ दावे से  - сөз उपरि uu है और P - coo 
कै प्रत्येक ध के लिए ket) < 1, जहाँ P = <d(x, у) : x, yen 


हाल हीं में TÊ (1301 ने ўт 1272 के परिणामों के ena Я 
प्रकार की संकुचन शर्त के अधीन कुछ स्थिर fas प्रमेव प्राप्त किये й 01 


(хх ) [d(Sx, 15५) 12 
९ k(d(x, 5५)) अधिकतम «dox, Sx). dí 
» + y ae 


d(x, 15७). d(Sy, Sx), 1/2 d d 3) Me d(Sy, ә; ) р 


à T 


“> Q 


Мас, төз 159) 


=ë 
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प्रस्तुत अनुभाग में हम शर्त (*) एवं शर्त (**) से प्रेरणा लेकर 2-दुरीक समष्टि में क्रमशः प्रमेय 
2.1 एवं ma 2.2 fer कर रहे हैं, इस अनुभाग के परिणाम |7444 हैं: 


42.1. mW d «х, d) एक पूर्ण 2-2 समष्टि हे तथा 5 एवं T miz 
X पर स्व-प्रतिवित्रण हैं यदि धन संख्याओं к एवं p (नहों e «< к < 1, kp < 1/2) का 
अस्तित्व इस प्रकार हो कि x के mñ x, y, a के लिए 


(2,1, 1) d(Sx, 159, a) 


| 
4 
ў 
Р 
3 


€ k अधिकतम «doc Sy, a), d(x, Sx, а), 


d(Sy, 159, а), ptd(x, 159, а) + d(Sy, Sx, а)22; 
संतुष्ट हों तो 5 एवं 7 के एक अदुवितीव स्थिर बिंदु का अस्तित्व होगा. 


उपपत्ति. मावा x, समष्टि x का कोई विद है. une के fedi से एक अनुक्रम 
प्रकार पारिमाषित करें कि 


X1 = 32९6८ %2 = Tx, ....... Xox*1 = Sxon” 


Xon+2 = 1)0914+12 ०० ० » «५ » ० ०५ 


gíaur के लिए मान d 


अब (2.1.0 È 
CC-0. Gurukul Kang 


Noc xem 


(2,1,2) d un di 
€ k अधिकतम ५१” әп, PdCXpn” Xanga’ 

अब त्रिमुजीय зайт से don+1 
(RE Scans dansir PIdon + dən+1 


+ dOXon^ Xpn+1” Xone) I} ° 


इसमें 3 = xon लेने पर 


former T त 
4१2 Xans Хәл) २०, चूंकि 24९ ९ 1+ 


अतः (2,1,2) È 


dan+1 ६ १ don El куя 


अधिकतम tk, кр. T 


प्रमेयिका 1168, qe 21 के आलोक Й अनुक्रम oo कोशी है, अतः समष्टि x के किसी. 
z पर अ्रमिसरित होगा, पुनः (2.1.1) d А 


d(S2, 2, а) 


P Ж 

УЯ 

d(Sz, 2, ж.) + 952, TSxgq/ а) + (+2१ 2, 8) | 
EX P^ 


€ १(52, 2, २३५2) + k अधिकतम d(2, १८, a) d(z, Sz, B), | 
d(Sx5qg, TSXop» а), рІ4(2, Т5х,1, a) + d(Sx,n, 52, a): 


t d(X5n42^ 2, a) 


2 
= d(Sz, 2, хопа) + К अधिकतम <42, хр), 9)» | 
5५2 ,» 015 


; С: ६” 2; 
+ d(Xon4 1^ 52, а)» d(X5n4o^ 2, а). i 
अब n का WF मान लेने पर 


d(Sz, 


< к अधिकतम 4९2, Sz 


fe 1 > अधिकतम ck, крэ gufav 


2 SHS : 
i प्रकार 2 = Tz, 572 
अर्थात्‌ 2 fah с एवं 7 का उभवनिष्ठ fem fag है. P 
2 की заат सिद्ध करने के लिए मान d x में एक qa fus z, का अस्तित्व इस. E 
vor है कि ES 
212 Е 024 pea m = 
qd 


d(2,, 2, гау G d(S2,, TS2, a) 

Ck अधिकतम <4(2|, Sz, a), d(2,, S2,, а), d(Sz, TS2, a) 
pld(2,, Ts2, a) + d(S2, S2,, a)13 ; 

= k अधिकतम <4(2), 2, a), pl2d(z,, 2, a)l% 


Be 


अधिकतम £k, 2рк> d(2,, 2, а)- . 


पर स्व-प्रतिषित्रण हैं. यदि धेन संख्या k एवं p 
अस्तित्व इस प्रकार हो कि > के m x, | 


(2,2,1) [d(Sx, TSy, а)12 
< k अधिकता <а(х, Sx, а), d(Sy, 159, a), 
d(x, TSy, a), d(Sy, Sx, а), pd(x, Sx, а) 
xd(Sy, Sx, а), pd(x, 15५, а), d(Sy, 15५, а)2; 
संतुष्ट हो तो 5 एवं T के एक wem amo fem fs का अस्तित्व होगा, | 


उपपति, माना x, समष्टि х का कोई विठु है. A से एक QD इस 
प्रकार पारिभाषित a, 


3 
X1 = 5ха, х2 = Tx,» *..... Xən+1 E 50912 ¿ j 


Xan+2 = TXong pr... 


giant के fev mm d 

da = dOqu Xna 32: 
अब (2.2.1) È — 
(2,2,2) don = [d(Sx5,, БА? 8) 12 


Ck अधिकतम ९१2॥- १ 1” ९ , Раана Xonio, 


इसमें а-х तेने पर 


2 
(Чох, Xon+ 1^ Xon+2?) € 2Kptd( xo» Xon+ 1, ५427760 


Iqu 


१९११० Хож” Xən+2) = ONZA 
Ti: (2.2.2) Y 


2 
d en+1 


М k अधिकतम Cdan- dan+ 17 Pidan i d2n«11- don+1?. | 
баша | : 
don+1 € dan’ TEL ! > १ = अधिकता ck, кр/(1-кр))- 
इसी प्रकार 


don+2 < 441,1. 


WW n+ı ९ १०, 


e 


अब Wim (11681, पृ 2) के आलोक में स्पष्ट है कि अनुक ००2 कोशी B. समष्टि 
(X, d) पूर्ण है इसलिए यह अनुक्रम x के किसी बिंदु 2 पर अभिसरण होगा. अबे हम सिद 
करी कि 5 एवं 1 का 2 зас स्थिर fag है, 


[d(z, Sz, а)12 


a E 


€ 1902, Sz, Don) + 4G, Donc 


+ аТап Sz, а)12 = td(2, 52 


+ d(z, эор, а) + «(T 


CC-0. Gurukul Kangri Collecti 


PN eee eee ळी 


3 


= [d(2, Sz, x54,521* + Ld(Z, олур, 8) 12 
+ k अधिकतम <4(2, Sz, a) ` ५१४1 ^ 92, рур, а) 
”dXon4 yr 52») a), pd(z, Sz, а), (хорър, 52, а)» 
Pd(z, Xpn+2” 8). Money X2n+2” 90? 


t 2d(2, S2, X5n42)* d(2, X5n42^ a) * 2 d(2, 22142” 8) 


*d(X5n42^ S2, a) + 2d(X,n+2” S2, a). d(z, Xon+2,52) ° 


n का Wim माव लेने पर 


td(z, Sz, а)12 ( k pld(z, Sz, a). 


fore 


gui तरह 


2 = 52, N KP < 1/2. 


z z T2. 


1:2 vfu) s एवं 1 wr एक उमवनिष्ठ fex बिंदु है, 


gig 2, 1 के समान वह सिद्ध किया जा सकता t कि fag 2 अद्वितीय है. 
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पव अपिता Ey ferc fig ma 


दुविक्कारो-फिशर -AM (491, फिशर 1481-1491, फिशर- खान 1531 आदि 4 
सममित परिमेय тийїї को age करने वाते ma evi के लिए कुछ fem बिंदु प्रमेय | 
स्थापित किये, दूसरी ओर बजाज (91 जीर पाठक (1361 द्वारा कुछ sania qa 
को संतुष्ट करने वाले प्रतियित्रणों के लिए कुछ स्थिर faa प्रमेव प्राप्त fA To (1361 द्वारा 
निग्न प्रतिबंध का अध्ययन किया गया: 


प्रान लें (1, d) एक पूर्ण दुरीक सम्रष्टि है तथा 5 एवं T men पर स्व-प्रतिवित्रण ऐसे हैं 
fin के प्रत्येक x, ५ के लिए 


(x) d(Sx, Ty) 


८ p tdo Sx)ld Ty) + d(x, y)J+Ed(x, y)J23/Cd(x, Sx) + 
а(х, Ty) + d(x, y)} 


+ q £d(x, Sx)Ed(x, Ty) + d(x, ч)12/<«(х, Sx) + 
а(х, Ty)} + rd(x, 9) 


संतुष्ट हो, जहाँ 7, १, r > ё, p + q + r < 1 तथा dou Sx) + d(x, TEO. 
प्रस्तुत अनुभाग मॅ हम प्रतिबंध (>) का अध्ययन 2-दुरीक ШК में कर रहे हैं, 
Ши 3.1, मान d OG a) एक पूर्ण 2-दुरीक шік हे तथा 5 एवं T um 


पर रव-प्रतिवित्रण हैं. यदि धन wedi p, а, r (जहाँ 7 + 4 + r < 1 
प्रकार अस्तित्व हो कि x के प्रत्येक x, u, a के लिए 


CC:0. Gurukul Kangri Collection, Haridwar. An eGang 
ss ж Li 
А АШ Же) 


(3.1.1) 


d(Sx, Tx, a) 


< ptd(x, Sx, a)ld(x, Ty, a)*d(x, y, а)1 
+d(x, ४, а)122/<4(х, Sx, a) + d(x, Ty, a) 
+ d(x, Y, а)» 


+ q <d(x, Sx, a)Ed(x, Ty, a) + d(x, y, a)1)⁄ 
Xd(x, Sx, a) + d(x, Ty, a)r + rd(x, y, a) 


: EO 
संतुष्ट हो तथा d(x, Sx, а) + d(x, Ty, a)Ze;dd S एवं T के उभवनिष्ठ स्थिर 

fag का अस्तित्व होगा. भूयो वदि d(x, Sx, а) + d(x, Ty, a) = e ते S एवं | 
T के एक qalada स्थिर fag का अस्तित्व होगा. E 


और 


पुविधा के लिए WM लें d. = d(x, x yy, 4)'अव (3, 1, 1) से 


और 


Ir. 


surfen. मान A с хі, E E oq? Î E स 
प्रकार की नाती š वि; 


Xon+1 = SX2n 


Xon+2 š TX5n41^ n= 8, 1, 2; УЛ 5с . 


don < (P + १ + Tio y 
don+1 < (P + q + r)d,, ° 


dy < (p 474 १७0०३ КЕИ 


रोधिता (188 qe 22 के aras मैं ०५५ सक कोडी ap है अतः सगरि x के किसी 
fj г पर ahata होगा. अब ख au कर कि 2 RAM т का Пк ña हे. 


d(z, TZ, 8) < d(z, хәл, a) + 46%, T2008) TN 
t d(z, Tz, Xən+1) - 4- 


ЕЙ (3.1.1) का प्रयोग करने तभा n का НИН प्रान तेने R 902, Tz, a) ९ ९ 


जिससे 2 = Tz. ҰЙ प्रकार S2 = 2. 

UIS शेष हे कि बदि I T оаа तिर | 
d(x, Sx, а) + d(x, Ty, a) = 8 हो तो maho fem बिंदु 2 за 
होगा. ma d que x H qf т का एक 34 [en fag ७ हे. तब 


d(2, SZ, a) + d(Z, Tu, a) = 


TOTES AX NR PM MO he nto , + 


23 


4 


gum fuf % fer fag प्रमेय 


हाल हीं में дз आदि ने wu (1521-(1541 Й उत्तरोत्तर Ha के अनुक्रम 
का प्रयोग किये बिना हीं arta or नियमितता की अवधारणा का समावेश करते हुए हार्डी-रोजर 
ma (94 (1531, (1951)) का विस्तार किया ओर कई परिणाम उपप्रमेय के स्य में प्राप्त 
किये, उदाहरणार्प देखें, (am ~ नायक 1331, फिशर 1511, Z6 1872-1981, WWW 
(921, tty (1431). 


रोअडेस आदि 11521 द्वारा चार प्रतिपित्रणो के gan met के लिए अनुक्रम 
की सापे उपगामी निवमितता की संकल्पना का प्रवोग करते हुए निम्न संकुचन शर्त के अधीन कुछ 
स्थिर बिन्दु प्रमेय स्थापित किये गये जो कि वोग (191, फिशर (521, माशा (1121, fae- 
ФИПЕТТ 11752 आदि के परिणामों को उन्नत करती हँ. 
(*) d(Ax, BY) 
S а ,d( Ax, Sx) + a,d(By, Ty) + a,d(Sx, By) 


+ a,d(Ty, Ax) + agd(Sx, Ty) 


जहाँ ममत x, sen, м एक Of दुरीक me tai किसी he c1,2,3,4,5 के _ | 
लिए a, गुणन सर्माष्ट X x х पर वास्तविक फलन है 


प्रस्तुत अनुभाग में हम प्रतिबंध (+) का अध्यवन 2-2 समष्टि में कर रहे रें. 


Wm 4.1. प्रान तें OG а) एक पूर्ण 2-दुररीक समष्टि हे fru ५ संतत हैं, माव. 
d ^, B, 5 एवं T wie x पर स्व-प्रतिकिण हॅ. यदि उणेतर Чей ар > е | 
he с1,2,3,4,52 ) का अस्तित्व ऐसा हे कि xX के प्रतेक y ad 
£ n Š 
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an 


(4.1.1) 


(4,1,2) 


(4,1,3) 


(4,1,4) 


(4,1,5) 


(4,1,6) 


तो ^, 8, 


` उपपत्ति. В Uq Fî ७ एवं n के लिए (4.1.1) से 


d(Ax, By, a) 
< a,d(fx, Sx, a) + a,d(By, Ty, a) + a,d(Sx, By, а) 


+ a,d(Ty, Ax, a) + agd(Sx, Ty, а); 


à ANA = E 
by ५ 205 дар кие 
"M 


а; + a4 + ac < 1, a, + a, < ! एवं a, + ay < 1; 


> же 


s सतत है; EB 
d(x, Tx, a) < d(x, Sx, а), xa €X; 
Ша <^, S) gum है; 


s एवं T कें सापेक्ष REE और 
उपगामितः 8-निवमित अनुक्रम ९७१ का अस्तित्व है 


s एवं T का af उभवनिष्ठ fem fag होगा. 


к. "ex 
“ж 


аах, Вур а) 


< а;а(Ах и, Sx, а) + 32१(8५॥ 


ED STI SL nn же 


अतः 
(4.1.7) расах, BS” а) 
£ ж” | 
€ qd(&x,, SX’ a) + rd(Byp» um a) > 
чи а हो 
जहां 


р = 


) के लिए(१-४,?5 ЖАША 


2. аа le 


gui प्रकार 
ра(Ах By, , 8) ES 
E 
< ad(Ax,, Sx,, а) + rdBy,, Тур, а) + аах, ВУ, AX) | E 


क्री 
+ асту, Ax,, 3५9) + agd$x,, Тур, AX) * 


अब त्रिमुजीय зает Q 
(4, 1,8) d(fq, fx, a) 
€ d(AXp» Вур, а) + dí(AXp» Вуд, a) + аах, Axpe BYR) 
‹ (q/Bd(x,, 5х,, а) + аах, Sx, a) 
+(2r/p) d(By,, Tua, а) + (az/P)Id(Syp, Ву, AX) 
+ d(Sx,, Вур, AXp)1 + Cs/p)Ed(Tu,, AX” 8५7) | 
+ d(Tu,, AXp» BY,)] + (ас/р)Г4(5х,, Тул, mq) 
+ d(Sx,, Tyn’ 8x421 + d(Ax,, Ах, B 


अब क्योकि x के प्रत्येक а के लिए(4 1.7) से सीमा, 9) 


A 
२६४४ 


K 2А, 


इसलिए MT n 0९09७2 Вз, A) = @ | a, 


c: 


37 


अब (4.1.6) के प्रयोग से (4. 1,8) айп, n का सामन्त मान तेने पर 


Wim, n d(Ax,, AX, a) = 0. 


(Wa) 
ЕЕ अनुक्रम сах 2 कोशी t वह अनुक्रम mie x H किसी fag z ,पर अभिसरित 
S 


अब Pta quf Y 
d(SXp» 2, a) 


€ (Аха, SXp» а) + d(AXp, 2, а) + d(Sx,, 2, Ax) ` 


n? 
(4,1,5) # п का Wim mm लेते प; «Sq 2, 
इसी प्रतार ९8५१22 2, <Ту,2-?2. 


(4, 1,3) से 52,0? — 82, <58х12-» 52. 
और (4.1.5) Y CASx + 252. 


qq पुतः (4, 1, 1) से 


асах Byn’ a) 


£ 
4 a d(ñSxr; se a) + azd(Byp» Тул, а) 
+ a,d(S?x,, Buy, а) + a,d(Tu,, ASQ, a) 
тул, а) 


2 
+ а4(5 Xn’ 
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H ISU HUN E N N N 


जो (4.1.2) Y एक विरोध है अतः 52 = 


IMEEM LLL ыы ыы о бы. 


n का ममान mm लेने पर = 


9052, 2, a) ९ (a; + a, + 95) d(Sz, 2, a). | 


` 


N 
р 


पुनः (4.1.1) से 
d(Az, Ву, a) 2052, # के 


९ a,d(Rz, Sz, а) + azd(By,, Тур, а) + azd(Sz, 89,» 
+ a,d(Rz, Tur, а) + agd(Sz, Tur, а). р E 2 
n का सीमान्त मान तेने पर „ча 


(4,1,2) Y 


अब (4,1,4) 4 


| 
Paar 2 = Н2. 
qq:z प्रतिष्रिणों 8, B, s एवं 1 wr уой बिंदु हे | 
गान तें ५ ийа ७ एवं 1 का TR a | 2% 
uoo Ww 
d(z, 0) a) - «(Аг оға व्या TH 
> wo उत्य 
< ajd(Az, Sz, a) + a,d(Bw, Tu, а) + azd(Sz, Bu, E 
7 
+ a¿d(Tu, Az, a) + ас4(52, Tw, а) 
EE s 

| = (а; + а, + ag) dw, 2, ау, ad {аў 
| जो कि (4, 1,2) W एक विरोध 2. अतः i 
| 5 оме हे उक ШӘ 
| इसी प्रकार मिद्ध किया जा सकता है कि 2 प्रतिक्रिणों 8 एवं 5 का एक 


है, 288 Hs W E] к = E 
aoe Әз? 


ü » . i 453 di Sx, 4 д Ф. 


dC 99९५ 83), HI ALL é 
e mI b 
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= 
{а^ क्रमविनिगरवी fra हेतु fem fag via 
फिशर 1591 द्वारा 1979 H q का निम्न व्यापकीकरण प्रस्तुत किया गया : 


a 5,1, मात d (м, а) एक पूर्ण दुर्रीक mic है तथा S TM 
प्र स्व-प्रतिवित्रण हैं, तव 5 एवं T का unie n मैं fen बिंदु होगा वदि और केवत वदि एक 
संतत ЧТ а тым से 501) тем) पर ऐसा अस्तित्व Q कि जो 5 एवं 7 
के साथ ла हो त м $ त्वेक x, ४ कें fav fma शर्त (*) को संतुष्ट mt: 


(*) d(Ax, Ay) < pd(Sx, Ту), FW p € @,1). | 
K 1 

dat प्रतींत. होता है कि ser vie से प्रेरणा प्राप्त कर पाठक 1373 3 fa के 4 
स्थान पर 2445 ME परियाषा 1.9) का gx करते हुए निम्न शर्त (05 | E 
qui युप्तेश्नि का 38 ami प्रस्तुत किया, 


प्रान लें २, अणेतर सेख्याडो का apa t ӘП (М, а) एक पूर्ण ada waite 

हे. पान तें H = th: R5.— R : et wan चर H 
IA है व кіп + ) ७ के rt) = A(t ,६, ай, ай, 8३६) (६) | 
जहां а, + a, + ०5 = 42 qui ॥ के RAG x, ४ के तिए 


(xx) d2(ñx, Ay) E 


€ h(d?(Sx, Ty), d(Sx, Ax) . d(Ty, AY), | 


3 B. Т 


d(Sx, аз). d(Ty, яз). | 


т 
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हमें निन प्रोगिका की आवश्यकता होगी: 


E 
' ¿A 
i i ER | A un 


Wii 1.1 11967. प्रत्येक ध > e के लिए rco) < t होगा वदि और 
केवल यदि raet) = е, meir”, г का n बार संयुक्त फलन है. 


ТТІ” 


प्रस्तुत अनुभाग में हम प्रतिबंध (**) का अध्ययन 2-दुरीक समष्टि में कर रहे हैं, 


A Ды Y SAI 


m 5.2. मान लें (>, d) एक पूर्ण 2-ado mie है जिसमें d संतत है. | 
मान d u x पर ^ एक мит а-а है तथा समष्टि x पर 5 एवं T ; 
स्व-प्रतिपित्रण ऐसे हैं कि निनलिप्वित शर्तें संतुष्ट होती हैं. 4 

1 

(5.2.1) दुर्बल * тирии grat <a,s> एवं <a, To का ऐसा अस्तित्व है कि š ; 
AX C SX A TX; 5 

E 

(5,2,2) X Ë एक अनुक्रम cx? का ऐसा अस्तित्व है जो 8 के ame क्रमशः 33 
шї: 52-а vi 12-निर्वामेत है; E 


(5.2.3) > के प्रत्येक x, ५, аф लिए # में h PT È कि 
d@(Ax, Ay, a) 
: { h(d*(Sx, Ty, a), d(Sx, Ax, a) d(Ty, Ay, а), ` 


d(Sx, Ry, а). «(Ту, Ax, a), d(Sx, Ax, 


E 


| 
- 
- 
x | a).d(Ty, Ax, a), d(Sx, Ay, a). «(Ту, Ay, а)); 


(5.2.4) किसी teh fant, ४, в, ft, ө) С st, hit, t 2 
१, е, ft ti £ = 2 Oke 530 E 
के तिर s ९ 1 अर. ort) = het, t, а, © а а О 


qd,a, + a, + a, = 4 | 
E 


2 2 


तब A 5 एवं 1 का एक अद्वितीव उमवनिष्ठ स्थिर fag होगा. 


u. xix लें. wm १९५) с 5(१), хех इस प्रकार ले मको | 
हैं कि AOL) = 5%,. इसी प्रकार ШІП асс TOO, ५९ x इस प्रकार है | 
कि ах, = тх. व्यापक स्य में, हम x में ag ९१५५ की रचना इस प्रकार कर सकते 


Yon = SXon+1 = PXon 
और 


Yan+1 = ante = fons? n = ९» 1/2/ «००० 


निश्चयात्मक कथन 1. d (a) = १९७2० Урау, а), dla ९ के लिए 
(5,2,3) से | 


(552,5); «m dos, O gS CA АИВ) 
һа, уба), do Cay do, (8), 8, | 


शा" Al don - 18,7 da COLE Ron i 


Ron-1 У аспен £e 


अब Roy i > 9, d (5.2.5) में a = Axo, , रोने पर 


2 
Reon 1 5-10, 620; CC) 


CAR o Reon o Rog p Rap pr Вёгп- 1) 
RA ; 
जो एक विरोध है, अतः Ron- = ९ ` 
पुनः (5,2,5) 4 an y 


42 ca) 
€ h(d2, (a), d, (a). 4, (a), 8, 
пса) don. 1a) + ०21692 2/ 0), 


प्रान d किसी n के लिए de» d. db 904) + d(9- #9), f 
| प्रत्येक पर Й emm है, इसलिए 


qui प्रकार 


TONS COPI 


ent 


किसी भी स्थिति मे (5.2.4) W 

42(а)(. gd? (4X d2 (a) am g < Ds i A 

जो एक विरोध है , अतः किसी n केलिए | т 
4168) > 91а). 


m: Ж 
42 (а) = 42(Ях|, AX, a) a 


= r(d2 (a)) 5 
व्यापक स्य मैं, 
d? (ay « TIC ару 
यदि dj)» ९ तब vier 1.1 Û gut 


g< « "Mi 6177779 


सीमा, d? (а) = e अर्थात सीमा, dica) 


अब यदि ०७८३) = ९ तब स्पष्ट है कि प्रत्येक n 


fruge ФИ 2. जबकि = 0,1,2,.....> 
909) 5%. гай | 
स्पष्ट है कि ॥ = 1+2 के लिए उपरोक्त ти wd है क्योंकि Б, = 9. E ж. E- 
МЕЙІ, यह कथा m = n, 1+1 के तिए f मत्य हे. ma 2 E 
m > nti, m = п+р, p > 1, 

अब यहां पर दो fef है: 


1, am gm uu e. 
2, जब m fam Wu ё. 


मथति 1, 
Inu) € dy CU, 1) + dy (390) + m1 आ+ 12 E) 
E 7n €^) 


€ 4,8-1) + ChGP, (ур), d^, 209), 


१० 2691), 292. 20७८ dee ० 


+ (C^, 2 (In 1 d'a og D^ 4%, 
s) ^ 906976 


m-2Yn+ 12, Uu 


46 
d? (уы), 2d? (y, ), 42 (y, +42 
+ CA A а2 (лы, 
42 (зл, 242 (un D, d2 (un 092 
= d pui) + 2 <һР-1(@, 9, 9, e, 0o)» 7? 
= dnSn+P-1) ° 
इसी प्रकार मथति 2 के लिए मिद्ध किया जा मकता हे कि 
dp (In? € dn Cp p 1), 
अतः प्रतयेक ण के लिए 
d, (Uy) 
€ da C9gap- D) Ce १(शा+12 = 6: 


aq damn प्रान dn = nt, ध) !. 


Йй ०१५५९३) € १42? 


dS) = art © 4-1 m) Cees 


à d d (Sa) = 9. 


чекит u a in a 


Mmmm ФМ 3. dO, 9), Yp) जहा 1J 
PECO, 1,2,...9 व्यापकता की किसी भी हानि के बिना ह्म Jep 
सकते हैं, मान लें ७१ + म > 1. तब 


1677 AL Y jar) 
ue dCu,, Yj? Bj+r-1) + dy,» У j+r-1’ Y Jar? 


+ ५९४ уг AL Y jer? 


अन्तिम दो ча fume कथन 2 qu हो जाते हैं, 


फलतः E 
d(9,, 9), Зуу) at Ufa. 
< 49), Уу, Sap p doo... 
(dI, ४० Уу) 5९ ` ШЕ А 
इस प्रकार यह कथन मिद्ध हुआ, ERE 


һтапат ФИ 4. ८७, एक कोशी अनुक्रम हे. कर : 
यह सिद्ध करना पर्याप्त होगा कि ९५०१२ एक कोशी अनुक्रम हे. ग 
езе twr हे कि mm पूणीक 2£ के लिए पृ 


` an ci 2: Szare o 


(5,2,6) d(3onty y Som(k)’ a) > €. 


प्र्येक पू्णीक 2(४) के लिए मान d 200, 2n(k) W अधिक a ऐसा पूर्ण 
(5.2.6) को Me करता है. इस प्रकार 


(522772) dC Yonek y Jom(k)-27 a) € е. 


तब प्रत्येक 2k के लिए 


+ d(Upm(y).27 Yomck)? а) E 


safe मध्य पद ( वहां तथा तितत अपता के बंदे प मं मीस LT | 


Yomo? Jom(y)-27 3) 


€ amor ५2॥(४)-17 а) t amy? Som(k)-1’ 
utk j © | 


+ d(Som(k)-1 VomQu)-27 A, | 


अब (5.2.7) एवं निशवयात्मक कथन 1d 
(5.2.8) ЖШҚ १९४४८४)१ Yan а) = €. ‚ аһ 


с 
apa एवं frm PA उ के md स्पष्ट E 


any ano 9) ~ On cos land _ 


और 7 
FO2n(k 3417 92n(k)-17 5) ~ dank)” ४2४८४)” 2| 
+ 

€ dou ck y a a ОО E - 

| E sm. 
A, ^ қ y 
(5,2,6) (5:27) स, ko पर 3. 
(5,2,9) d(3on(y): ४2७(७)-४0) — ६ 
और 


(5,2,10) dCJon(k )41* Jou(k)- 1^ а) ©, ы” а) 
qd 4 
dC3on(y)^ ४2७(८)/ 3) „ da 


6 пк) (92. t Ogni Yom 


d(UomCy )- 1^ Jon(k)41^ a), doncc f^" 
dCJon(y)-1 2 Som(k)+1” Dr Yancy? 92७()/ 8). 
dpm(w)- (aa? ë , 183 ` E E n 


k का Aimed मान लेने पर विश्वात्मक कथन 1, (5.2.8), (5.2.9), (5.2.18), | 
एवं ९ के प्रत्येक वर में अहरासमान गुण और उपरि सामि सांतत्व से | 


(९१८६८, ९, (2,9, e)3 72 ¿ т1/2(«2)( £ 

E 

at एक विरोध है, अतः अनुक्रम ९१,०१ कोशी होगा और इसलिए wate x की पूर्णता से के. А 

किसी fag 2 पर अभिसरित होगा. क्योंकि ES AR एवं £1५2० CAM? कै | 
उपानुक्रम हैं इसलिए वे भी 2 पर अमिसरित होगे. क्योंकि 5 एवं T संतत б. अतः ) 


STx,, > 52 और T9x,,,,— 12. 


अतः 
AST Noyes TSX १५८ SDS Ifo ST 


€ d(SAxpn- 1” ASXop |, а) + dCASXon- 1, 72012 a) - 


= Y 
~ 


+ d(ASxpn- |, TAX), 


A wq, ` a We 


दुर्बल * क्रमविनिमेयता से E 
(5/2/9301) d(STXgn” Тр, 8) 0-0 
€ १९52७ pr Axon pr а) + di os, Thou, 8) _ 

+ d(Sñx;,n- 1, ВТ, а) „з B 


+ dA on TREN: SS 
° 


ओर (5.2.3) È "T 
AASX an gr ATA, DO - 


۹ 


<4п92(652х, 0-4, Texan, 8), «(5%-1 1, Ө5х A ОШ 


1100 A beiten Oe ЖД ТЫЛЫ 
; | SNR 


" 


52 


[d(T 
(T Хәл” TAX op» a) + ATA» B Dey а)1, 


2 
Cd(S x5) 1, 109५912 а) + d(T, аб, 801, 


[d(T? 
Сат, ахарла) Набор gn ET 


га(52 
(57५91 1 51291 _ j> а) + KG?x,, _ 1” A Xong» 821 


2 
[d(T Xan’ SRX5n. 1” a) * “(5% 111, Aon] 821, 
2 
[d(S Xon- 1^ TAX op» a) + Tx» Вар а)1, 


ET 2x54, Та, а) + ATX, Axa, 9)7)३//2, 


यदि d(Sz, Tz, а) 


> 0.8000 मान di पर (5.2.10) W, 
(5,2,12) 14 (5,2,2) का प्रयोग करने पर 


o, «S2, Тг, а) 
¿Ch(d2(S2, Tz, а), 0, d@(Sz, Tz, a), 0, e); V? 


¿ г1/2(42(52, Tz, a) 


< d(S2, Tz, a) 


जो एक विरोध है, іі” 52 = Т2, 
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पुनः Вайл ЖЕЙ Q 
ACSA on 1, А2, а) r "E 


3 £ 
+ d(SAxon+ 1” RSX^n4 1^ Az) - 


r. 


qq (5,2,3) एवं (९,५१ की 4447 क्राविनिगेक्षा का प्रयोग करने पर 


d(SAX op 4 ү, Az, a) de 
E 


2 2 ЖӘН 
TICS E р АКЫ ар Bon а 
4 
d(Tz, Az, а), d(S?x,,,,, AZ, a).Ld(Tz, Sn АШ 


LE 


+ AS Non j7 Rho 802, dC 
` - 


ws 


अब п का wie मान लेने पर (5.2.2) Y 


d(Sz, fim, ap. 2, dS >, 


4 <һ(42(52, Tz, а), d(Sz, Tz, а), d(Tz, Az, а 


d(S2, Az, a), d(T2, S2, a), d(S2, S2, a), ` 
k tpe PLI 
d(Tz, Sz, а), d(S2, Az, а), d(Tz, Az, а))2 1/2. 


2 


š 


< Ch(0, 0, ө, ө, 42(52, Az, а))2 М2 


` 


८ т1/2(42(52, Az, a)) 
| | < 4(52, 82, a) > 


| यह दर्शाता है कि 52 = az, 10: Az = 52 = 12, | c xq яж 
अब E 


d(AZ, Ахоп, a) | 


E A o 


{ Ch(d2(Sz, Тху, a), (Sz, Rz, a). d 


„ 2, MZ doy 
d(Sz, Ахад, а). d(Txən> f 


— AA С 2. 


п का FA मान लेने पर 
d(Az, 2, a) < Ch (d*(Sz, 2, a), 0, d(Sz, 2, 
d(z, Az, a), 9, 0)21/2 
८ v7? (d£ (27082788 
< d(Az, 2, a) 


जो एक विरोध है झालिए 


अतः प्रतिपित्रणो a, s एवं т का sumo स्थिर fag है, 


-“- 
- 


ын ऐसा हे № E 


215 824 = 521) = 12 |. "ES 


अब हम far कि यह few बिंदू зай है, mm od x में एक अन्य 


€ h(d*(Sz, Т2), a), 4(62, 


Ec 
d(Sz, १2], a), d(Tz, 
aa 


- 4” 


S г(42(2, 21 a) 


56 
Í 2 
£ 909502, 2), а), 8, 42, 2 а) 64) 
b 
| 


< d*(z, 2,, а) 
| जिसमे 


ZEE» 
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mAn संकुचन सिद्धांत 


प्रस्तुत тыш में उन प्रतिवित्रण निकार्यों के लिए fem एवं संपात सर्मीकरणी के साधन प्राप्त किये 
їй हैं जो मटकोवस्की ager सिदर्धात एवं Jm संकुवन सिद्धांत का व्यापकीकरण एवं एकीकरण 
करते हैं, इस wem के दो apm Z: 


1, ШФ 


2. परिणाम 


нее Gurukul Kangri Collection, Haridwar. An eGangotri Initiative 


^ 
if 
परंभिकी | 
Әйіп के ama के ch Q жй 61143-01153 4 1973 | एक RN | 
निकाय $ तिए n aie mia के गुणन पर एक गिभर fag पमेव प्राप्त किया, मर्दा ह 
AR AR Hal को юн का रहे है: 
má (cf). एक af आळूर है, әй ८९9), 1, к= | n 
वास्तविक Tar हैं, aa (८(१)) ap अनुक्रम Жай: zu प्रकार RT हैः 
ik 
aik vid i = k 
e u E E 
| (t) (t) (t) E. 
1 ci’ cua, wer И 
| (t+1) 
| (хх) 1४ | 
3 = (t) t) - y 3 
| STE MTS. 141,1 diker EL Rn 
іе: 
` i, O Sooo th Y S 9, lS ПЕРІ 


FAH है क्रि (८(१)] ७३ (१-६) x (1-५) af आवुर हे. निन ANT सतुत 
दवारा प्रवत्त है (साध ही dd (३11, 11761), 


йт 1.1. मात तें ८, > ९, ї,кг,.....‚п‚ त डप 


(1, 1, 1) 


` т "n БЕЛ 
а We 
Y ES, 
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(1.1.2) eMe > 0, 1zl,.,.2,2,1€1-t, OSL... 


मान लें (1.1. 1) Й पारिभाषित असमिका гү, i2L.....,n एक साधन 
& qur 


n 


(1.1.3) h = अधिकतम, (г, 1 ale). 


quid (1.1, 6920 सांगता के MAH. 113 .39 सत्व. ई और h€ (9, 1). 
प्रान ते ७ एवं ८ ऐसी xat gum हें कि 


(1.1.4) Ө € 2b + 2c < 1-h, 
FAUT के लिए माव d (9), 9,,....,91) = UCLM), (U, j Uo. e e P ín) 
= U (1,n), X = XX XX... 


minî {ЙД [1141-[ 1151 


gp 1.2. मानते О, d) izL.....,n, पूर्ण Rio सम्ष्ट्याँ हैं तथा 
Т, : х X; 1272! Il. 32272202 वदि aik’ i,k = 1,...т का अस्तित्व 
इस प्रकार हो कि x, के सभी gm x, чү, ४ = Loc... on कै लिए 


n 
а.) TAL) TELD €. है O y 2 


ओर et) ) ө, 1 = L.....,n-t, t = 8,....., n-L, संतुष्ट हों तब 
सर्मीकरण निकाय 
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y * 
Ve T "uy Dp) a 


. 


б..... Т 
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(12222) x, Түсіп), 15 L....,m 
का एक gef साधन xQ.....2*, होगा, जहाँ x € X 
ігі т, ӘП ІМ स्थि xp € XQ і-1,.....,п 
लिए उत्तरोत्तर पुनरावृत्तिकों के अनुक्रम 


64.23) PS = TOLD, т = 0,1,...., 


1=1,.... n अमिसरित होते हैं और 
(1,2,4) хі = सीमा m кү, {El < ¿0% 


उक्त प्रमेय मटकोवस्की संकुवन सिद्धांत CO के नाम से जाना जाता है (देखें , ६ 1762) एवं 
८1,2, 1) को пой] संकुचन शर्त कहा जाता है. 


जरविक 1317 3 шї प्रतिवित्रण तिकार्यों के लिए auf का विस्तारण एवं 
व्यापकीकरण किया जो अन्य परिणामो के साथ amî प्रतिवित्रणों के लिए नाडलर ६1191 के 
संकुबन सिद॒धांत को भी अंतर्निहित करता t. गटकोवर्की उपपति तकर्नीक का अनुसरण करते हुए 
जरविक 1321 एवं El-p 1421 ने क्रमशः afta 1441 एवं क्रासनोसेलस्की 
11001 के स्थिर, Ña mat को दो प्रतिपित्रण mami के लिए सिद्ध किया, उल्लेख्य हे कि 
प्टकोवस्की प्रकार के fem बिंदु ma फलनक समीकरणी के साधनों के लिए sm. 


दुरीक wur के कार्तीय गुणन पर प्रतिवित्रण Мей! हेतु कामिनेक (991 के संपात 
प्रमेय, सिह-कुलप्रेष्ठ (1761 के स्थिर fag प्रेव, müfu तथा आईसेकी-शर्मा-शर्मा (ай (781 
व 1821) आदि के 2-दुरीक ante में परिवर्त प्राप्त करना ही आगामी अनुभाग का UU зп E 
A प्रकार के संकुचन fal के अध्ययन का वह प्रम | 
प्रयास [4 3 Et 
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Im 
N 
N 
` 
* 


V 1873987 z 
परिणाम टी Ж 


Rn ж 
IM « 2 


Wi 2.1. md (у, d» 1 = 1,... Vf 2-2? ШК हैं 
तथा ३,,, b, ८) 0 CLK = L... m ) ШШ CO, Co, (1,1,1), 
(1,1,3) एवं (1,1,4) апп पारिभाकषि हैं, मानलें प्रतित्तिण fem P, d 
५, : X — Xy 12 Leese, UAT gt 


AnD d (P (XCD), १,(४(1,॥)), Py) 


m 
९ 28 a, dk Oo Sk’ Pk) 


+ b[d (xj; P /(x(1,n)), P) * d(Y; a,tyti,n)), P,)] 
+ сга (xy, Qí(CLn)), Pj) + а (РОС, п)), мү, P4032 


a wi o« 1,п), ४(1,0), 71) € X x X x X, के fav संतुष्ट करते Ч 
तब x, मॅ ऐसे ж, 151,.....,п का अस्तित्व होता है कि 


P.C Lm) = x, = 0,0 1,1))- 


шін. йт 1.12 एवं (115) सै धवाताक EM г, 
Tar. E प्रकार छोंट सकते हैं कि 


n 
Dus aik < hr y, i z 222722216 
k=1 
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x, RR den के लिए अनुक्रम ८५> निम्न प्रकार पारिभाषित करें: 


халы - PICAN 1,n)) एवं А д z Qx mE 1,n)), m = e, 1,2,.... 
पुकि ह्म मान सकते हे कि १, (५९. १, PD ९ гү, і = 1,....‚п; Шар 


(2.1.1) RT 
dj (xl, х2, ру) = d (P (3५०९९ 1,॥)), QíGOCLn)), py) 
n e 1 
‹ 2L ааб, Xk’ Pk) 
k-1 
+ b[d Cx, POL), Pj) + १०४५ QíOOCILn)), P4) 
+ ctd Od, POLI), Pj) + du Gd, QuGOCLn), р{)2 
अर्थात 
(2,1,3) di Go RED 
i dx, xl, Py) 
{ + > Bde Or ME 
k-1 
+ b[d C, xl, P,) A а О, х2, Р; 2 
+ ctd OG, xp Py) + १0६५ жі, Рр) 
n 
{ Y ary t PUn, + dO, od, Py) 
= к=] 


1 2 e; 15 52 
+ ctr, + diu, xıl, P í) + d О, Kye x,)) 


As -gin а, Руа असमिका dp ge करता है) * 
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B | अब यदि ०,९५९, xl xD» om (2.1.3) Ë p, = x 
e 1 2 
gu ०,७५१, xp, x2) 50, 1 = 1,....,п. 
अस्तु (2. 1,3) Jam 
d Od, х2, Py) Cary, जहाँ १ = (h +b +८)/(1 = ७ = с), 
इसी प्रकार 4,04, xp ру) € aêr: 
amm: 
d (१९५ PAD € १" ,, м = des . 
अतः OMI, ea अनुक्रम हे MA X, के प्रत्येक р, Ң 4,04, | 
x,, Py) — ९ जैसे ही १, ८-० ०० КД की पूर्णता के कारण प्रतेक 
ext? का %, Ë एक सामा fag होगा और इसे ५, माव लें,! = L2,..., 
अब त्रिमुर्जीव Зайт से 


d (uy P ¿Cul 1,п)), P 250] (uy, хит LIP) 


+ d, CP,CuCL0)), Q OPEC 1,1)) , PD š 


х°т®+2 
+ d,(u,, PiCUC L, RO), ао š 
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n 
< duy, XPT, рр) aa COP, uk, Py) 
k=1 
+ bECd,Cu,, PCuCL,n)), Py) + १002001, х2т+2, py] 


2m+ i 2m+2 
+ cidi tx; А Р (७६ 1,n)), P í) + d (ui, X , P,)J 


बीर जैसे ही m ج‎ ०० 


(1 - b - ८)(५(०,, ?((०(1,॥)), py) < Ө प्राप्त होता है, निम्मसे 


u; = P (u( Бо HE | stevenson m परकार frau fem जा प्रकत ? Ë 
ч, mQ €७६1,४)» १८१, ०००४० 


अस्तु u, ШЙ ШЇ POL) = १|७०८1,॥)) = хур, =1,,, ag 


का एक साधन है, यह साधन अदूवितीव है mf वदि U, दुसरा संभावित साधन हो तो, dim 
ह्म मान सकते हे ащ, Uy, Py) гу, 151,....,п, (2.1.1) से 


d,Cu,, Uy, Py) = d, (P (u( In), Q/(UC LM), py) 
2 2 a 4 (ш,, Uy, Py) + BEd, (шх PiCuCL,n)), Py) 
= 
+ d (цу, Q (u(1,n)), р{)1 + ctd,Cu,, Рү(шС1,п)), Py) 


+ d (uy, Q Cut 1,n)), P,)J - 25 аг di tg шу, Py) 


- n 
+ 2cd,(u,, Uy, Py) = Уа 


= ETT t 2cr, € (h + 2c)r,- 
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आगमनतः किसी धन पूणौक m के लिए 
di(u,, Uy, Py) 5 (ШЕР 2०) 2 


जिससे Xy % प्रत्येक Py % लिए d,Cu,, u, P.) = 0 ПЧ होता है. 
me < h +2८९ 1, mqu, = V, 1 = L.....,n. उपपति पूर्णं हुई. 


fom 2.1.1. आर्यता wm मैं ७ = ८ = ९, р, = Q, 
i=l... तो Ж] ma (24,044 1,2) का 2-2 qef पाण होता है 


fe 2.1.2. आर्युक्त प्रेव मैं ७ = ८ = ०, P = ०,, 1 = 1 लें तो 
आईसेकी 1781, आईसेकी-शर्मा-शर्मा 1821 मे बेहर परिणा प्राप होते z 


टिप्पणी 2.1.3. उपर्युक्त Wa में वदि c = ९ of तो वो प्रतिवित्रण निकाय के लिए 
सिह-कुलभ्रेष्ठ 11767 Ma का 2-0 समष्टि मैं विस्तारण प्राण होता हे 


їйї 2.2. WW d Ay, Rj.....,8, ममाते अरिकत wpm हैं एवं x. 3 
Х2,....., Х क्रमशः 4), 151, ... . .»०, 2-805 के um 2-दुर्रीक समष्टं हैं 4 
तथा aj, b, C > W(1,k=z1,.....,n) К CX), (**)› (1.1.1), з 


(1.1.3) एवं (1.1.4) द्वारा Ru हैं. वदि Ша Mom Р, ISA 
1 = (0 02100 00 W 5 Т (2,2, 1) को "qe करते E, * 4 
P(A) C 5,९), S (ANEX Шаа Š 1 =... 


(2.2.1) d, CP, CXC L,n)), Р(9СІ,п)), рү) 
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+ сга, (S (x( 1,n)), P Cy 1,n)), P.) * d,CS,.CuC 1,n)), 
Pit 1,n)), P,215 
जहां समी (९ 1,०), sCLn) , py) "ИП गुणन A x ^ x X, वे दस्य हे, तब 
समीकरण निकाय P (9९1,॥)) = 0,(9(1,п)), 1=z1,..... n के ^ मैं साधत 


प्रास EY. 


उपपत्ति. प्रगेव 2.1 के ममान RNG WEIN гү, E प्रकार 
qma की जा सक्ती É कि 


а, кгр ( hr,» 1z=bÀ 222%, ПС 


Tm 


j P (8) C 5, (6). इसलिए ^, मेँ М x, के लिए ^, मैं oq» एवं 
S, (A) Ë (212 {їй की रचता इस प्रकार की जा सकती ё: 


Р(х"; 1,п)) = с (хел 1,п)) = г/т! 


एवं | 
P,GOT*161,n)) = SOT 2C1,n)) = z2M?, m = 0,1,2,.,..... 


e हम मान सकते हे कि 
d (21, 22 Py) ९ Uy, ri > 1, 1 = 1, 5०० «17% 


तब (2,2, 1) # 
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(2.2.2) (ड, 2, P) 3 ОС 


P,OCK 1,n)), Р) ‹ ут a vd (Zk z Pk) 


aden 
A he: : 


+ bLd,Cz], 22, Py) + ५,२१, г), P421 + ctd,Czj, 21, P 


22 P 
* CEST 21, p,21 ° dv. 


РО S n i 57 
= kel 
+ bEd,Czj, 21, Py) + 9021, 23, P421 + ctd,Cz] Pj) й 


2 3 1 
+ ५,९२}, 22, py) + 4621, 24, 2171 


CX 2-2 а, tapa тийп तो age करते हँ) . 521 

Пі а, (20, 22, 23) 0044 02.2.2) Hp, = гр MR 
ES 
еа | 
d (21, = 21) = e, wad b«1. E 


qu (2.2.3) 4 


4,२१, 270 P4) € (h+b+c)/( 1-b-c) un 
जहाँ q = (h+b+c)/(1-b-c), 


इसी तरह 


y > d 24110 EEN 
“ Mia ы 
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Т: 
d(z(9*1, 20912, py (дй w= TO 


अतः <212,151,...... @ ИЯ हे “वृक MIE Х,,151,.....,п के प्रत्येक उप- 


mega पूर्ण है FN ९2? की S CA) dzL.....2, मैं सामा होगी, जिसे uy, 
।=।,.....,॥ कह सकते हे. qd मात d S-lu, izL...m — v,CLn) एक 
बिंदु है. qq 5, (०, (1,॥)) = uy. 


dd (2.2.1) d 
d,CS,CU CL m)), P (u (1,n)), Ру) 
€ d, CS, CU CL n)), P,COPM?(1,n)), py) FG PC (1, п)), 
P,C9*2(1,n)), py) + d, (S, (0, (m), Р,(9161,п)), 
P,(x2"*2(1,n)) € 6, (S,(u/(1,n)), 2343, p,) 
al a (Sy CUL CL), 2092, p.) + bla (S/(U CLn)), 
P (vy CLn)), ру) + 902282, 22093, pj 
+ cEd, CS, CU CL,n)), 22443, pi) 
+ d (2६१४८, P (u (1,n)), р{)1 
+ d,(S (u, (1,n)), "me 2293). 
m का wi मान लेने पर 
(15६) d, CS, (04 (121332 PCI ( 1,n)), ह) 


CC-0. Gurukul Kangri Collection, Haridwar. An eGangotri Initiative 


CE 


г 
+ ан 


Nee 


# < 
W 
des Жы i ‹ 
LT Т Os S pani 


69 


€ bd (S (९, CL n)), Руб С1,п)), Py)? 
S (u (1,n)) = P (u Cin), 1 z 172, sos» A 


टिप्पणी 2.2.1. su प्रेव 2.2 ७ = ८ = Ө, ^, = X एवं 
S (x(n) = x, (जहां WË x € ^, 1 = L.....,n) लिवा जाव तब परमेव 
1.2 का 2-दुरीक समष्टि में विस्तार प्राण होता है और वदि 1 = 1 लॅ तो 
बाईसेकी -शर्मा-शर्मा (782, 1821 से dere परिणाम. परापत होते हें. 


टिप्पणी 2.2.2. diim का संपात प्रेव ८99, प्रेव 11 जो कि गोबेल 1643 के | 
संपात प्रमेय एवं mdfu का व्यापकीकरण है, qa 142.24 ७ = ८ = ० लेने पर 
प्राप्त किया ना सकता है, 


टिपणी 2.2.3. mim प्रेय 2.2 में ० = ८ = 8, A, = Ху, 151 लेने पर 
गुंक संकुबन प्िदूधांत 1871 का संपार्ती भाग प्राप्त होता है, 


—— Cm m 


x 


4 Ф ү” 


1, т EE тай 


2, Mım 
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سم 


प्रारंमिकी 


प्रोफेसर कियोसी आईसेकी 1792-1812 4 सर्वप्रथम 2-मानकित सम्रष्टि पर पारिभाषित 
विस्तार प्रतियित्रणो (यदि 2-मानकित समष्टि (%,।।. , . ID का K एक 304 qa 
Жа प्रतिपित्रण тк x को ати कहा айт वदि K H प्रलेक х,у एवं X 
के тіп 2 के लिए ।। 1% - Tu, 211९ х - 921) के लिए fex (9991 
का अध्ययन किया, इसके am W 2-rf एतं 2-qWm समष्टि में कई fex fag गोव 
स्थापित किये गवे, उदाहरणार्थ àd (121), [381- (391, 16319 1621), 


हाल हीं में पाठक 11382 ने атп समष्टि х AGRO) 748 संवृत उपसगुच्वव М 
पर पारिभाषित ऐसे क्रमविनिमवी स्व-प्रतिपित्रणो £ एवं s का अध्ययन किवा 
जो ॥ के प्रत्येक y एवं q €(०, 1) के लिए निम्न संकुवन शर्त को संतुष्ट करते हैं: 

(+) ЦЕХ - Fy | É 
q अधिकतम ६ 116х - Fx || IIGy - Full IE - Full 1159 = Fx lh 


ІБх - Fx || 16у - Fx || IIx - Full 1169 - Fy if. 


प्रस्तुत अध्याय मॅ हम प्रतिवित्रण शर्त (+) का अध्यवन 2-बानाण समष्टि में कर रहे हैं. 
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Wa 2.1. प्रान d (B, Ik, .10 2448 ШІК है तभा n mz 8 का 
Wei зац gt प्रान d प्रतिष्रिण # व G: nn ऐसे Z कि 


६८८1. 19 FG = (ат 
(2.1.2) Fe = 62 = І, जहां 1 qum videam हे, 
м के प्रत्येक x, s, a के far (0,1) AR है कि- 
(2.1.3) 117) ~ Fy, a | É 
(4 अधिकता < || Gx = Fx, || 11538 - Fy, alb || Gx - Fy, all 
II Gy - Fx, all, || ७५ - Fx, all II Gy - Fx, all, 
II Gx - Fy, all 11€y - Fy, 9110; 
м के किसी बिंदु x, के लिए एक A ES 
(2.1.4) Gay, = (1 - t) Gx + TEx ЕСС un) 


am «Gx,2 के sepu ॥ के (mW 6 ५ पर अभिसरित होने पर o F ब G 
का एक अद्वितीय उप्रवकिठ स्थिर fag होता है, 
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उपपत्ति. प्र्येक n > 1 के तिए (2.1.4) W 


(2,1,5) П Gy 7 Еви, a | Ë NS 


+1 


14 


((1 - t) || Gxq ~ FGu,a || + t | | Fx, ~ Еби, a | 112 


९ (1 - t) [16x, = Еби, a |Ë + 2t(1 - +) x 

|| Gx, - Еби, a || |l Fx = FGu,a | + t? || Fx, - Еби, a | É. 
(2,1,2) से 
(2.1.5) |! Ех = Еби, al f 


+ + 
5 
| 


| | Gx, = Еби, 8||1| Bu - Fx, all 


Ys 


|15 = Fx, 31111 Gu = Fx, اھ‎ = а 


DEM 
J | Gx, = FGx,, all и cfu - › i 


अब (2. 1,2) 3 (2, 1, 6) क (2.१. 5) cre 


ж. 
[1 


(2,1,7) | ७4 = Еби, a | É 
९ (1 - END - FGu,a |P +2t( 1-1) 
|| Gx, = Еби, a JII Fx, = би, all | 
+ 11 Gx, ~ Еби, 3117 ¡Ey 
+ t? q अधिकतम CII Gx, - Fx,, all | 

Гы = Еси, all, 116x, ~ Еби, all 
ГІШ - Gx, all +11 Gx, 7 PX, allls b 
{IG ~ Fx all Cle - бхр, all 

+ [1 Gx, ~ P, 3112 

© [I Grp ~ Еси, all IH ~ Еви Ir i 
- fe (Gx,3— ५ ФП Gq,, - ॐ 5 0 | 


ee: er 
इसलिए Fx = 012—9 @ | 


`` 


(२१.3) Y 7 का रान मात तेने प 
llu - Еси, a | É 


८ (1- t) [Ju - Еси, АЛ? 2t(1 - t) Ih - Ери, 


+ tq अधिकतम co, 8, 9, IM - FGu, a | É> 
= (1 - t)? ІШ - Еси, a |Ë + 2t(1 - t)» 
Iu ~ ёш, ат + tq IM - 160, a |P be 
=k lh - 550, 312 , 
"IT u-g t21 < 1: 


स्पष्ट है कि 


[Ju - FGu, a| = 8 | 

me Вет Ў 

जो यह दर्शाता है कि ५ - 76७ एवं ॥ के समा | ea: आंंग्रतः हे, 
दो या इससे अधिक अववव हैं, अतः u - Fou एवं a को pg 
u - FGu को अवश्य हाँ 44 सदिश होना वाहिए, अतः 


(2,1,8) 4 


я УДА 


अब (2.1.227 


(2,1,4) Fu = F?Gu = Gu. 
पुः (2.1.1), (2,1,2)7(2,1,8) — (2,1,8) 4 
lu - Fu, a| = II F(Fu) - Fu, a | P 
«3 qmm «e, IM - Fu, a |Ë, е, өз 
=q [Iu - Fu, all. | 


अब चकि १ < 1, इसलिए = Fu, ओर (2. 1,9) W u = Gu, TR u RRA F 
एवं с का mo स्थिर fag है, अब यह दिवाना शेष है कि वह बिंदु qaa हे. | 


AM लें F एवं G का एक अन्य स्थिर fa о भी a 
Ін - v, alf? = Еги - Fu, аё 0 Ep 
= |\F(Fu) - F(Fu), аё 


IM. 
LS e ^ 
EU 


i11 gura 


अविस्तारी ara के पुनरावृत्तिकों का अभिसरण | Е; 


दिये गये हैं, इसके अनुभाग faq हैं 
1, п 224 
ЕУ 5 


परिणाम . 
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1 


परंभिकी 


Cur प्रतीत होता है कि хий a Ñ a aa का समारभ प्रोफेसर tHe 
ve क्रासनोसरेलस्की (1991 की निम्न प्रोव मे gm 


रमेव 1.1, मात्र d किसी प्रानकित समष्टि x मैं K एक अरिका पूर्ण aps suum 
है तथा P ШЕ x का एक We mp है, प्रान d wem T : K — P संतत है 
ШП ५ + кх रक UH प्रतिविण है, dà к % Kh ху के RC 
Tx + Sy CK तो K Ë एक eur ff u होगा कि Tu + Su =u, 


तत्परवात रोडडेस (1451, |84- 408 1752 ӘП कई अन्व aa c, | 
AUR, (1311, £1393, (1471, (149), [203J) 4 (qu कि ТИЙ 4 
НІК के vate T के fav बदि प्रान एवरावृत्तिक qa fea = पर abaka होता हो तो 
12 = 2, & 1421, ओर वेपती-पिह 11221 ФП IRA 112114 देखा 
कि т के तिए айн E aM 1843 fa T Û ft ч 
अप्रिसरित होता है, हात ही Ў йоне! (1891 की पुनरावृत्तिक विधि का RA कते 
हुए gener (1831 ने ашый प्रतिपित्रणों के तिए मात पुनरावृत्तिक विधि का अध्यक्ष किवा, | 
इन सभा परिणामों के आतोक Й पिह 11723 ने ghani wer की पुनरावृत्तिक विधि की... 
अवधारणा qm ra के fay प्रस्तुत की तभा तिव्र Radi के सन्निकठन संबंधी परिणाम _ 


11393 एवं gi- शर्मा (2931 के ql का सितार CW mms: ब 2. ५ खं = 
2.2) 2-ग्रानिकत eue में कर रहे हैं -i — 


परिणाम 


इस अध्याव d d Me ||. iit 10 2-0 ЯК है तथा X qua 
संवृत зади supe iur पर दी demi के तिए QE 1147) कारा gum क्रि | 
गये oa पुनरावृत्तिकों के O का अध्यक्ष कर रहे हैं, 


Hf d Ту, 1४ : X—9 ХЕ 


Xən+1 = (17 th) Хәр + Ср T4 शा 


= E - 9 : sg 4 
Xon42 = Ui En) Xon41 t Enl Mone 1^ n = 9,1,2,..... 4 
पुनरः (4) ८७२1 (11) с.е(9, 1), n= hd, 

(111) FM, c, = h > 9 


їп 2,५. पराग ते 1; т, QR X मे x йн чами हे तषा फ 
їйїн ши ७५ किमी बिंदु z प arf सेता हे. म्ले | 
бататын BRR ` 


^2 ўм 


Зи < | 


(2.1.1) ff Tax Tas, alld Я 
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IIx - Tag, all t1 - || x - Tx, aff 
1+ dix - Toy, all 


|| T,X = ४, а|| [1 = || ४ - Toy - 8117 


1+ IIT = yr all 


11४ - Toy, .5 || (1 - IT = Y аур 
3 


1+ 119-Т,9, all 
zd. रुळ प्रह्चित्रग का रियर ter Ei ता यह &सर «हा A 


Tere faa घना. 
wa. md x में एक fa z wè कि am 22. Má 


>. ERE = 122, शर्त (2,1,4) SRI 


T z 
[| 2 - 122, all 
‹ 112 -xon+ all +11 220141 ` To2, all 


|| 2 = хар, all +(1 - ет) ll хәл 7 122” all 


l^ 


{ 112 = хр, 211 +01 - था | xaq = Т2, all 


+ ट १ М ӨШ <11х,1-2, 311, 
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अब fe 


FAT 
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|| Xan 7 Тро, 31111 = Il xap = 12, 2113 


— r 
> 2 


E. = B 


1 +11 Xon ` Түу, all 


< 


II xan 7 Тоё, all [1 = 18 xaq ~ Тро, 81112 


Р з 


1 + || Xon 7 T22, а || 


1 HITA? ‚all 


[12 - 122, all Et - IIT शट» alld 
ee | 
1+ 112 - Taz, all 


WA णा ण णि а а "१ ण 0" 0 کے‎ emen en en A 


1 + ІІ Xon E Xon4 1^ а/с, = 


II Top" 2» ajitı- |112-172,а||1 0 ин 1 


“ы 


— sm aoa ны т 7 
1+ IIT Xoz all и tf e SB 
|| 2 - Taz, aff t1 - 111 102172” 9112 


--------------------) ” 
і 4 + 4 s 


1+ [12 - 122, а || 


` अब इसमे -1, की n एवं (111) का प्रयोग करते हुए n का सामरा मान तेने पर 


1% пг - To2, all 


a 


अधि 


112 - Т,2, G q) 
[тй 


Mz-T, aM ao ९ ५ ९ 1 हर 3 mk x mm 
हे, अस्तु - 1५२ एवं а tim: ad da E saq हैं, | 
इसलिए ऐसा ba तमी पराभव है जब 2 - 122 एक Yu सदिश हो. अतः 122 = 2, 


zu प्रकार 2 = 122 तेने पर = 1,२ AE पूर्ण हुई. 


प्रमेय 2.2. md 7, खं T, ` 
तथा पूर्व. nota ңы осо किर 
aE (0, 1) MT XÛ at x, y 


e c 


эл, 
is 
^ ra 


AAA AAN TI m TI IIE 


(2,2,1) — |I Tax - 12४, 811 १ अधिकता CI 1x-9,a11> - 


ІІ ४-४४, att + || x-T ,%, || 1 


ee = —— M سے کی‎ a = = =— = = = =— шо = шә ке = = = = = = = — жә жы amu ume 2 


1% llx- ४५ all 


IIx - Toy, all 1+11% - Tx, all + || ४ - Тро alll E 
T E 


Cum — — Í 


2(1 + ||» - y all) 


तो 2 प्रतिपित्रणों т, एवं 12 का Brahms fe fag होगा, 


эше, माग लें > में 2 m हे कि साभा, x, = 2. eb femp है कि 


Т 2 = T,z = z. 


्रिमुजीय HT एवं (2.2.1) ART I है >> gal 


iiz - Туг, all 
AB! 


€ 112 > хь, 9 | + II CL ту хера ропа 


€ 112 хоер а А Шо 


be} па x 


11 2 = 1.2, а [ 
2 11 C1 + || Xan ` Тро, ajil 


< 
Sa LI P 
mann 


11 x5, -T42,a 
शा 2 ll [it || gn T pop 8 ll + || z-T ТЕТІ 


ooo а S, > 
2(1 + 11 Konz, a In 
€ || 2 7 Хоп, al CL > сю) 11 Xan 7 Taz, а || 


+ сп १ अधिक £ lix, = г, а 11, 


112 = Taz, а [ЕШ О bon а [1/6] 


2(1 + 11 хар 7 2, all) 
n का НІП mm ले पर 


[12 - 122, all ( (1-1 - ha) [I2 - To, all 
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A TIT D 
mE 


E 


+ 


- 
ГИ 


> 
Ë 
E 
5 


114 Т; 


г ЇЙЇ T 


IM 


षष्ठ qa 


1, संक एवं परिभाषाएं E ue а 


2, परिणा 


केत एवं परिभाए 

मान d E एक स्थावतः ада सांग्थितिकतःसदिश समष्टि है. Q апп ऐसे жы 

के कुल को प्रदर्शित किया जाता हे जो कि ६ की died x करते हें. इस gum d 
प्रयुक्त कुछ संकेत इस प्रकार हैं: 

5 (^) = HH £| ५ - ull: x, ५ € A, ACE) 
SpA) = 340 {p(x - Y) : x, YER, ASE) 
Bp Do ४7 = ९५ : p(x-y) cry 
क; (A) = RG <р(х-у) : зей CE? 
D,(A,B) = अधिकता [FOF са (а,В) : 3€3/ F Cd (b,A) : be 831 Key 


उल्लेष्य है कि अर्धमानकित р द्वारा प्रेरित फलन 0, एक yim है, देवे, हाउसडोर्फ (747, 


परिभाषा 1,1; (10९11, feat ane um 8 के परिवद्ध зади зц 
KL प्रसामान्य विन्यास घता i^ K के प्रतयेक एक से अधिक бай वाले š 
тщ рп 5 के तिए, 5 ग एक ऐसे का अस्तित्व हे कि Б 


sum ||» - ५।। ९ 505) ` | ६: ६ AQ 

yes а 

परिभाषा 1.2, (1231, fv ema: gu me ६ IN SFR 
प्रसामान्य विन्यास ERE E 
उपसमुत्तय ७ के लिए , ५ में एक Mx a 


340 р(х-у) < 5,09) , Er 
veg 72 


प्रसामान्य विन्यास पर विस्तृत qum के लिए (£113, (461, £671, (1101, 
[ 164], [1951], [197], (2021, (2041) का अवलोकन करें, 


{рф (1811 द्वारा 1955 H निन ТІЛ स्थापित किया mm: 


प्रमेय 1.1. тах एक स्वत्व ату समष्टि है तथा c प्रसामान्य fem के 
साथ एक da परिबद्ध зади sme है वदि 7 : c — c एक зт uium है, 
तब T d एक fon बिंदु का अस्तित्व होगा, 


उल्लेख्य है कि प्रोव 1,1 की मर्मी शते सिथर fag की प्राप्ति के लिए आवरवक हें. Md 14651. | 
यह प्रमेय तब भी सत्व है वदि c Tamm समष्टि 8 का प्रसामान्य विन्यास के साथ qa 244: | 
संहत उपसमुत्वव लिवा जाव. दुसरी ओर यह प्रश्‍न वर्षों तक अनुत्तरित रहा कि कवा किसी amm ЧИЙ 
в के प्रत्येक аби: da т spem c पर पारिभाषित ue अविस्तारी प्रतिपित्रण के स्थिर बिंदु | 
का अस्तित्व (स्थिर बिंदु गुण ) होता है ? हात ही HP प्रोफेसर ste $e एलफाए (31 द्वारा QU प्रश्‍न a 
का नकारात्मक उत्तर निम्न उदाहरण प्रस्तुत करते हुए दिया गवा E 


C = CxeL!re, 11: e < x(t) < 2 Adam: और | ९४) = РЧ: 


प्रान लॅ 7 : ८ — cg प्रकार uum हैः 


(Tx) t = 


aa c, 2x(2t)} , 0 % 9 a 
| ) g cm 
TÎR ce, 2x(2t-1) - 29 


तब C एक aa और ze THY € तभा 1 एक Ç 
कि स्थिर बिंदु मुक है 
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प्रमेय 1, 1 की महाका й निन परिणाम प्रात किया जा सकता है, जिसे du 
C15), ПӘ 1682 एवं fr 1101) ने स्वतंत्र wi से प्राप्त किया था, 


प्रमेय 1.2, मात d X एक समान зи बाना unk है तथा ८ इसमे एक 
अरिक्त संवृत Yaya sma है, वदि т: сэс एक з प्रतियित्रण है qq T का 
एक स्थिर बिंदु होगा, 


1973  गोबेल-किर्व-शीमी 1652 4 ळापकीकुत अविम्तारी प्रतियित्रणा(ऐसे प्रतिवित्रणं 
जो 1.3.1 को संतुष्ट करें) के लिए निम्न ma स्थापित कीः 


प्रमेय 1.3. मान d एक пм बाता समष्टि X का к एक अरिक्त, 
परिबद्ध संवृत qam sump हैं, यदि 7 : кк एक संतत ат ऐसा है कि ८ 
के प्रत्येक х,у के लिए gps Ww: 


(1:3.1) iI Tx - Ty ll 


сарх = y11+ albo TMS O 
+ ag \1х = Tull + as y - Tx ||. 


संतुष्ट होती हे जहां ३, ) ० खं Уа ‹ ! है, तब 7 का में एक स्थिर बिंदु 
होगा. ia 


परिभाषा 1,3. स्थाततः अदुहत समष्टि ६ के किसी sme с पर RAT 
स्वप्रतित्रिण т को अविस्तारी कहा जाता है वदि а के प्रलेक ? एवं Haa € के प्रतेक 
х,у के लिए р(Тх - Ty) < Р(х - 9) 8. 


1982 ñ नपली- fe- स्विट फितूड 11233 दुवारा ҹа: ЖН समष्टि मॅ प्रमेव 
1.3 का विस्तार इस प्रकार किवा गवाः 
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dy 1.4. माग ते. ६ एक सथावतः a meane K एक E | 
Wer gap THI ПП quer साध है, पान d 7 : K— K एक संतत प्रतिकिण 
ऐसा है कि Q के प्र्येक 7 एवं X के TË x у के लिए 


p(Tx - Ty) l : 3 

€ a, р(х-у) + a,p(x - Tx) + a,p(y -Ty) "E Š E 

е am 3 

+ a, P(x - Ty) + aç p(y - Tx) I^ e | A 

| Bi, ҒИ 3 

5 a 

संतुष्ट हो जहां a,» е, ЖІ e तव 7 के एक स्थिर बिंदु का अस्तित्व 29 
होगा, i=1 24 


परिभाषा 1.4. 1701, am d स्थाः qam ШК ६ ЙК एकस 0 
sumar हे. agn HRT т: KOK को зка कहा नागा यदि аф | 
प्रत्येक р к $m х, ५ के लिए = 


Dp (Tx, Tu) < р(х - y) 
Me हो 


exp ви AS 
Wm 1,5.1701. गात d Е एक akaa Om: qam me 


1,5, 1, K Q TË x के लिए 


1.5.2 к के किसी संवृत aq 


š "i í = E 
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1.5.3 L के सभी x, убху) के लिए 


D (Tx 0) L, TYAL) € P(x = y), 
तो 7 का एक fex fag होगा. 


afa प्रमेय sma - f (61, fof 11911, MR 11111 एवं EAT 
(1191 के परिणामों का विस्तारण करती है, an प्रतिवितर्णो के लिए विभिन्न feani में 


कई स्थिर बिंदु प्रमेय स्थापित किये गये, sem ûf (111, 15), (71, 182, 
C11], C16], ІЗ81, [39], І661-Г681, (791, [1061, [109], 


[113], (1511, [1571, (1721), 


हाल ही d आवारि- तहरी (11 तथा लर्ह्री-तिवार्री (1061 ने स्वतुलूव बानाल़ समष्टि 
e suem К पर पारिभाषित स्व-प्रतिकिण 
T के लिए निन प्रतिबंध के अधीन स्थिर faa प्रात fed: 


(३) || 7% - 1911 ¢ TURE £ || ५ - у, 11x-TxIL ।। ५ - 1५|| + 


जहाँ mñ x, чек, 


=й अध्याय d हा ті ск) का TUE аа: qam wu में कर रहे है, 


Wm 2.1, md x एक miu 


dT: 
с 


A een 


« अधिकतम cp(x - DO, PCy - Тә), P(X = Tx)? ५ 


(2,1,2) उच्च p(y = Ty) € Sp (F) j 
y EF 


जहाँ प्रत्येक F, K का वह TA संतृत अवगुण समुच्च है जो T खारा स्व-प्रतिपित्रित है. 
m 7 का K ग्रॅ एक fex Ha होगा, 


шін. m don K bore dg заре spun का कुत है щщ aü | 
दुवारा тіп हैं एवं T атп स्व-प्रतिवित्रित है. तब aa Û H की тіп ARA 
स्वनिष्ठ गुण होगा. a प्रोगिका से H में एक aao їшї F ¢ माव तें) होगा. उब वदि FR 
Жа एक ही अवयव है तब हमारी ты पूर्ण हई. विलोमतः md F में एक से अधिक a 


परावा A = FIN p(Ty - y): 
ge F 
qq (2.1.2) Y 


а ‹ 89५) . 


` 


F के प्रत्येक х के लिए मान लें 
` ५,९) = अधिकता CFT 


u Y» di 
AE 


E. 


Fo = ERE ०, (F) = У(Ғ)2, 


अब हम यह few कि F एक अरिक्त 090 एवं quje И है. 
am d किसी धन men और F के Ap х के तिए 


F(x, n) = {yeF : p(x - 9) € u(F) + 1/n3 


E a 


और 
Cn = ARCADE 
x€ F 


тігі हम यह Ramil कि समुलव ५, अरिक्त है, मान d ऐसा d है, m 
x, का अस्तित्व ऐसा होगा कि D 


FO, MA ғо, n) = Z 
form 
(2,1,3) р(х, = х2) > UE) ४१ ÓN = 
अब "ये ह के प्रत्येक x के fr | 


FAG P(x-y) J 5,(ҒУ/2 dd 
yeF | d % 


अर्थात्‌ 


ЖӘ ९ 2u(F) + 2/n + 
I: (2,1,3) 4 
POX, = xg) > LF) > 


जो एक विरोध 2, (е х, xç € F. 5 4 


अतः C, अरिक्त है, यह भिद्ध किया ना मकता हे कि ср б एवं qam है और 


Cn+1 C Cn: 


1 
5 3 
अब हम यह सिदूध r- N, | 
मान लॅ ४९९८० तब ०७) = (CF) 4 
AR: i 

(2,1,4) अधिकता 5340 ply = х), ^>. = U (F) 

x €F 
fore 


FI p(x - y) € ०५१) MT ñ ६ UE: 
x EF 


d ऐसा केवल कुछ n एवं 7 i कुठ ही x के तिए सत्व है, त P(x - ४) 2( ग 
+ ım जो कि (2.1.4) का विरोध है झतिए ५ € (Que जिससे FED! 
mäye Ac. Е के yd x d समसत ॥ के 


со 
इस प्रकार यह सिद्ध MT ह, = 2, eM 
अतः F. संवृत और заи है तथा ТП dam है, 
^ < SF) इसलिए £ मे एक x का ated ऐसा होगा कि vcr) (SKF). 
Xy X9€ K तब | 


P(X, = Xp) € ú (F) z CF) ° са 
gute ч : 


(2, 1.5) 5C = 547 “P(X, - X2) : Ky XEF c3 
ЧР) LU CF) CO ° 
iq KEE, F 
EL eM ४ € FÜR M o 


< अधिकतम <р(х = 9), Р(Тх = х), РСТу = y)? 


TUT {P(X = у), $m РСТу = у)? 


स्पष्ट है कि 
ТЕ 18, iT% ОСЕ) CF AB Tx, U(F)] C'T(F)CF) + 
fe F अलृपिष्ठ अवयव है इसलिए 


РСВ рСТх, v(F)1. 


qq: 


(2,1,6) qh p(t - y) UAE) v 
y EF 
अब 


०१,८७४) = अधिकता CFG p(Tx - у), а> 
ter 


« अधिकतम CUCF), Ay , (2..1.6) Y 


= UCF), क्योंकि १ ९ ५(ह) « E 
i = 
qq: (F) < u(F) T सदेव ५८९) < ५, होता Š इसलिए 
u(F) (F). जो वह दर्शाता हे कि ТхЄғ. | 
== wc si 


इसलिए ह का F, एक ऐसा 
fü (2, 1,5) W ° 


ES 


— 
AÑ AS w 


ГА 
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SUMMARY 


The concepts of linear 2-normed spaces and 2-metric 
spaces uas inuestigated by K.Henger 1928 and S,Gáhler in 
1963/64, The notions of 2-normed and 2-metric are regarded 
as notion of the area consisting of non-collinear three 
points like notions of norms and metric regarded as notion 
of distance betueen tuo points, The area in the euclidean 
plane is. uniquely determined by given three points, 
Therefore each 2-simplex has its area, This idea is easily 


generalized to higher dimensional! figures, 


The first chapter is introductory іп nature and 
contains certain topological preliminaries to be used in 
the sequel ‚The intent of the second chapter is to give some | š 
generalizations of the well known Banach contraction Е 
principle on the setting of 2-metric spaces, F 
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